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I Trigonometrie 


1 Seitenverhältnisse in rechtwinkligen 
Dreiecken - Sinus 


Seite: cuc a en 


1 а) а= 22,0%; В = 68,0° b) B = 60°, a = 30° 
c) kein Dreieck, da а > с. 


3 а) Ja, denn die zweite Kathete hat eine Länge 
von ү(6,5 ст)? - (6cm)? = 2,5cm und das Katheten- 


verhältnis = stimmt mit dem Verhältnis р = $ 


überein. Die Seitenlángen der beiden Dreiecke ver- 
halten sich jeweils wie 1:2. 


b) Nein, denn die zweite Kathete hat eine Länge 


von Y(10cm - б = бст und das Katheten- 


+Š. 
verhàltnis ist $ = " VS 


4 a) z.B. 
5 = 1ст, 

r= 2,5ст, 
4TSR = 22°; 
4TRS = 68° 
b) TS: TR’ = 5:3; 4TSR' = 31°; 4TR'S = 59° 


5 а) sin(e) = = sin([@]) = 
x 

b) sin (B) = & sin([y]) = + 

6 а)а=8,5т-5їп(30°) = 425m 

b = 8,5m-sin (90° - 30°) = 736m 


252km _ 
b)q= 91069) ^ 575cm 


р = q-sin(90° - 26°) = 517km 


©) x = V(7cm)? - (5ст)? = V24 cm = 49cm 


7 а) since) = #%, also w = 5085; 

B = 90° - о = 392° 

b) sin(e) = LA also € = 2,6"; & = 90° - g = 874° 
c) sin(y) = БИТЕР also y = 33,1°; 

8 = 90° - y = 56,9° 


8 Katheten zueinander = 1:1; 
Hypotenuse: Kathete = V2:1 


A 


10 a) b = 825cm; a = 38,25°; В = 51,75° 
b) c = 5,36cm; B = 40°; y = 50° 
Seite43= teg 


11 sino) =2=2=9; sin = += £ = =Ё 


12 


a) sin(a) = 75, also «= 650° 

a = 7,5m-sin (90° - о) = 3,16m 

Der Anstellwinkel ist etwa 65° groß, der Leiteran- 
fang ist etwa 3,16m von der Hauswand entfernt. 
b) h, = 7,5m-sin (60°) = 6,50m 

h, = 7,5m-sin (80°) = 739m 

Das Leiterende bewegt sich zwischen etwa 6,50m 
und etwa 7,39 m Höhe. 


1 Trigonometrie L1 


a) h = 20m-sin (65°) = 1813m 

Die Seile müssen in etwa 18,13m Höhe angebracht 
werden. 

b) sin (B? = w also В' = 35,1° und 

o = 90° - В' = 54,9° 

h' = 20m- sin(x) = 1636m 

Der Neigungswinkel ist etwa 54,9°, die Befesti- 
gungshöhe der Seile liegt bei etwa 16,36 m. 


14 G 


a) a = 3m:sin(7-30*) = 0,776т 

h = 3m- sin (90° - 15°) = 2,898т 

Das Leitergelenk G befindet sich etwa 2,90m über 
dem Boden. Die Fußpunkte der Leiter sind etwa 
1,55 m voneinander entfernt. 

b) DEEN = 96, also ү = 47,2° 

Der Öffnungswinkel ү kann höchstens etwa 47,2° 
groß sein. 


a) Es gilt a = k + a' + a”. Dabei ist 
a' = u-sin (90° - o) = 20,0m sin (75°) = 19,32m und 
h = u:sin(o) = 20,0 m» sin (15°) 518m. 


L2 i Trigonometrie 


кыс ee a I 


Dann ist EE und 


а” = v-sin(90° - B) = v-sin (55°) = 7,39 т. 

Damit folgt a = k + a’ + a” = 29,51m. 

Der Deich ist etwa 5,2m hoch und die Deichsohle 
etwa 29,5 m breit. 

b) Für den Flácheninhalt A des Deichquerschnitts 


gilt A=h-|k+ da’ + ja") = 83,6m?. Bei einer Deich- 


lánge von 250 m ergibt sich das Volumen 
V = A-250m = 20906,9 m?. 


2 Kosinus und Tangens 


Seite 15 = = ED 


1 p ext = F snp = Ë 


D 


yl 


b) tan(5) = =; ; tant) = = cos(ö) = 


2 а) T =tan(o)); у = [sin(9); у = tan([@)) 
); A = sin(le)); E аа 8р 


OK 9 - cos([£]y 


3 a)zum Beispiel: b = 2,5dm-tan (56°) = 37dm; 


_ 25dm _ 
© = cos (565 ^ 4, 5dm ^ 
b) zum Beispiel: х= без” 12,2ст; 
7,2cm 


Y "Geier ` 99cm 
с)г= ү(13,2 km)? - (8,6 кт)? = 10,0 кт 


173ст 
4 а) у= у= 18,8 ст 


х = 173cm-tan(23?) = 73cm; о = 90° - 23° = 67° 
352km _ 
b)s= s677 ^ 441km; 
r 7 35,2km-tan (37°) = 26,5km 
В = 90° - 37° = 53° 
15,251 " A R 
c) tan(y) = 71737 also y = 414*; 6 = 90° - ү = 48,6 


р = V(15,251km)? + (17,3 кт)2 = 23,063 кт 


Seite 16 = 


5 a) y=90°- а = 90° - 37° = 53° 
а = c- tan (о) = 7,2cm-tan (37°) = 5,4cm 
ЕРЕ 7,2cm 


cos(a) со5(37°) = 90cm 


с 


E 


.b.52 o 
b) tan(ß) = c - 22, also ß = 38,7 
y = 90 - В = 51,3° 
а = Vb? + с? = ү(5,2ст)2 + (6,5cm)? = 83cm 


с 
N 
А c B 


с) œ = 90° - B = 90° - 62° = 28° 
b = c-sin(ß) = 9,2cm -sin (62°) = 81cm 
a = c:cos(B) = 92cm- dE * 43cm 


Z 


d) sin(o) = 2 = 25 , also œ = 53,1° 
70 
B = 90° - o = 36,9° 


b = Y - а? = Y(7,0cm)? - (5,6cm)? = 42cm 


6 zl reg cs) "e gen 
sin (ү) = гр tan(5) = J sin(e) =£ 


7 а) Bezeichnungen der Streckenlängen und 
Winkel individuell, zum Beispiel: 


b a 
mögliche Seitenverhältnisse 
f e а_а+ь _ 
се фед > 91100); Ç= сд = С05(0) 
Б, e. а_а+ь _ 
a 35 tanlo); Has = sin (B) 
RE = cos (B); $ = atb - tan(g) 


b), c) Individuelle Lósungen 


8 a) Falsch. Bei gleichbleibender Ankathete ist die 
Gegenkathete zum verdoppelten Winkel 2« mehr 
als doppelt so lang wie die Gegenkathete zu о. 

Also ist tan (2o) > 2-tan(o). 


b) Wahr, denn es ist =. = 2, Mit c' EET und 


b'- b folgt соѕ(0) = t. 
Ze 


+= 2-2 = 2cos(a). 


c) Wahr, denn es ist SÉ - В. Mit а’ = 2a und 
ь' = jb folgt tan(x) = = 12 = 4-2 = 4-tan(o). 


2 


I Trigonometrie L3 


E KE =s 


d) Falsch. Bei gleichbleibender Hypotenuse ergibt c 
sich zu vergrößertem Winkel x, & > о, eine 
verkürzte Ankathete b; also verkleinert sich 


cos (o) = b, denn es gilt cos (0) = x < Hs cos (o). 


е) Wahr. Bei gleichbleibender Hypotenuse ergibt 
Sich zu verkleinertem Winkel о, o < о, eine verklei- 
nerte Gegenkathete а, a < a, und eine verlängerte 
Ankathete b; b’ > b. Also ist tan (o < tan (o). 


1 
9 cos(o) = 2<- <, also d) tan(ß) = Ë = 1,5, also b = За = 3-4,8cm = 22cm 
c 


c = 2b-cos(oe) = 10cm-0,7 = 7cm 


h, = Y(5cm - (3,5ст)? = 3,6cm 
C 


10 a) tan(o) = Ë = 12, also 


„За = Ee - 
= à s 48cm 40cm 


Seite 17 ` a m EI 


11 а) Dreieckskonstruktion mit o = 73,4°, B = 16,6° 
b) Dreieckskonstruktion mit a = В = 56,3° 

C) z.B. Dreieckskonstruktion mit 

B = 642*; а = 258? (rechtwinkliges Dreieck); und 

В = a = 64,2° (gleichschenkliges Dreieck) 


B 
12 a) Die Gegenkathete von o ist die Ankathete 


3-4,8cm = 80cm уоп ß und umgekehrt. 
b) Die Katheten sind immer kürzer als die Hypo- 
thenuse. 
с) Die Ankathete kann beliebig klein werden. 
d) Die beiden Katheten sind gleich lang. 


b) sin(o) = Z- 0,6, also c = Ze 


L4 | Trigonometrie 


13 Für den Steigungswinkel o gilt sin (a) = i» 


500’ 
also o = 10,25°. 
Mit tan(o) = 0,1809 ergibt sich eine Steigung von 
etwa 18,1%. 
Bei der Rechnung wird eine über 500 m Fahrstrecke 
konstante Steigung vorausgesetzt. Diese Voraus- 
setzung muss nicht erfüllt sein, die Steigung kann 
punktuell geringer oder auch größer sein als der 
berechnete Wert. 
Steigungswinkel und Steigung in Prozent geben die 
durchschnittlichen Steigungsverháltnisse wieder. 


14 a) Mercedes G 500: bis etwa 38,66* 

HUMMER H2: bis etwa 30,96° 

b) Mercedes G 500: hóchstens etwa 

100 m- sin (38,66°) = 62,47m 

HUMMER H2: höchstens etwa 

100 m- sin (30,96°) = 51,45m 

c) Bei einer Steigfähigkeit von 100% müssten Win- 
kel von bis zu 45° bewältigt werden können 

(тап (о) = 100% = 1). Das wäre theoretisch denkbar, 
ist praktisch aber - auch aus Sicherheitsgründen - 
kaum realisierbar. 


15 a) Für den Steigungswinkel o gilt tan (o) = 0,125, 
also о = 7,1°. Für den Höhenunterschied h, den die 
2,3km lange Straße überwindet, erhält man 

h = 2,3 km:sin (o) = 0,2853 кт = 285,3 m. 


SEU 
— x Cl 


D 


b) Auf der Karte wird die Strecke x im Maßstab 
1:25000 dargestellt. 
x = 2,3km-cos(o) = 2,282km 


Das Straßenstück wird auf der Karte durch eine 
Strecke der Länge `x = 9/13cm dargestellt. 


zum Vergleich: 35599°2,3km = 92cm 


16 


Der Neigungswinkel œ, um den die Sonne über dem 
Horizont steht, ergibt sich aus der Mastlänge m 
und der Länge s des Schattens: tan(o) = m 

Für s = m ergibt sich o = 45° (s = 3, d = 63,4°; 
s=3m, «= 18,4°), 


17 Für die Schattenlänge s eines Gegenstandes der 
Höhe h gilt s = tbe, 


а) s=43,9m b) s = 1712т c) s = 21,9cm 


18 Individuelle Lösung 

Der Sonnenstand o ergibt sich aus der jeweiligen 
Körpergröße | und der Länge s des zugehörigen 
Schattens: tan (о) = т. Bei verschiedenen Körper- 
größen sollte sich für den Stand der Sonne jeweils 
der gleiche Winkel & ergeben. 


3 Berechnungen an Figuren 


Seite-19.—— == me 
1 a) B = o = 32°, y = 180° - 20 = 116° 
b =a = 5,9cm, $* b-cos(o), 
also c = 2-5,9cm-cos (32°) = 10,0 cm 
A = $c- b- sin (a) = 15,6cm? 
b) œ = B = 2(180° - y) = 41°, b = a = 45dm 
$= b-cos(a), also c = 2-4,5dm-cos(41°) = 6,8dm 
= 3c-b-sin (0) = 10,0dm? , 
c) b=a=65,4m, cos(o) = = Е = also w = 65,3° 
B = a = 65,3°; y = 180° - 20 = 49,4° 
= Зс-Ь-ѕіп(о) = 1624,8 т2 


2 a)h,-b:sin(o) = 3,4ст:ѕіп(42°) = 2,3cm 
h, = a-sin (x) = 4,1cm-sin (42°) = 27cm 
A a:h, = b-h, = a-b-sin(oe) = 93cm? 

D с 


А A 
F 
b) h, = b-sin(180° - o) = 3,4cm- sin (65°) = 3,1cm 
h, = a-sin (180° - о) = 4,1cm- sin (65°) = 3,7cm 
A = a-h; = b*h; = a-b-sin(180° - о) = 12,6cm? 
D с 


A B 


h 


I Trigonometrie L 5 


3 а) ү = 180° – о = 140°; c=a-2-AF und 
AF = b-cos(a), also 

c = 9,2ст - 2-4,0cm-cos(40°) = 31cm 

h = b:sin(o) = 4,0cm-sin (40°) = 2,6cm 


e mS 1 32cm 
b) & = 180 Syrien Saz ^ 34cm 


c=a-2-AF und AF = Ь-соѕ(о), also 
c =a -2b-cos(o) = 30cm 


d sin(o) = Ë = 32, also o = 418°; 


ү = 180° - с = 1382* 

a=c+2-AF und AF = Vb? - bd, also 

a = 34cm + 2-75? - 5,02 cm = 14,6cm 
d) с = 180° - y = 64°; h = AF-tan(o) und 
AF- за = C), also 


h = 18cm-tan(64?) = 3,7cm 


AF ù 1,8cm z 
= cos(a) ` cos(64*) Mom 


4 а) Es gilt tan [2 )-2 ‚ also 


$ 
2 
e "lf 7 tan(955 ~ 297cm; A=de-f= = 103,8 cm? 


b) Für B, = 4 МВА und B, = < CBM ergibt sich 


B, = 90° - $ = 70,5° und tan(ß,) = je ве 37, also 
2 

B; = 80,0°. Damit folgt B = б = B, + В, = 150,5°; 

Z = 90* - В, also Y = 204°. Für die Seitenlängen 


3,5cm 


ergibt sich a = CN Sam ^ 10,5cm und 


f 
id az 
b E 0 20,1cm. 


5 а) Die Raumdiagonale eines Würfels mit der 
Kantenlänge a hat die Länge av3, die Flächendia- 
gonale die Länge a 2. 

Für den Winkel о, den die Raumdiagonale е mit der 
Grundfläche einschließt, gilt zum Beispiel 


sin (a) = — = I also « = 35,3°, 
b) Der кл der drei Winkel ist jeweils 


e a ZS 
Die Winkel sind jeweils etwa 54,7° groß. 


Seite 20 ` 


6 а= АС.соѕ (3) = 12,5cm-cos (20°) = 11,7cm 
b = AC-sin(5) = 12,5cm-sin (20°) = 4,3cm 
A=a-b = 50,2cm? 


L6 ı Trigonometrie 


7 а) В = 180° - о = 112°; cos(2 j-i , also 

e-2a- соѕ(5) = 2-4,4cm-cos(34°) = 73cm 
£ 

sin(5) =2, also 

f = 2a:sin(2) = 2-4,4cm-sin(34°) = 4,9cm 

А = Те-# = 18,0cm? 


b) соз (5) = š = 25, also 8 = 332* und œ = 665° 
В = 180° - о = 113,5° 


£= Ja? - (SJ = Y6,5cm)? = @&cm) = 30cm, 


also f = 6,0ст 


А EE 27,7cm? 


e=f-tan (£) = 4,8 cm- tan (68°) = 11,9 ст 
A pu 285cm? 


8 a)A-;a-h, h, = sin(180° - y):b 
= A=? E: b-sin (180° - y) 
b) A= 15,32cm 


9 Für die Tannenhöhe h gilt 
h = 27,5m -tan (38,5°) = 21,9 т. 


10 Für die Flugstrecke s gilt 


25m___25m * 
Š = cos(829) ” sin(89 1796т. 


11 a) tan(o) = E = 0,6, also & = 31,0° 


b) d = (15ст)? + (25ст)? = 29,2cm 


Für die Länge L des Handlaufs gilt 
L= 5d + 5-25cm = 270,8ст = 2,71m. 


Seite 21 
"mn 
12 Es gilt tan |Ë) =2, also 
Ze = 2865m = 29km. 
2-tan(5) 


2-tan(0,2°) 
Der Ballon ist also etwa 2,9 кт vom Beobachter 
entfernt. 


e- 


13 Aus tan(o) - a folgt СН = GA- tan (a) 
(Dreieck BA 
Aus tan(y) = CH c folgt 


GH = е GA-tan(y) + AC-tan(y) 
(Dreieck GCH). 


Also ist СА -{ап(о) = GA-tan(y) + AC-tan(y) 

und damit 

TA = AC-tan(y) _ _1300m-tan(33°) 
tan(o)-tan(y) tan(69°) - tan(33°) 

GH = 431,7m-tan(33°) + 1300m-tan (33°) = 1125m 


Für die Höhe GH ergeben sich daraus etwa 1125 m. 


= 431,7m. 


290m... 
14 a) TS = ui" 12104,55 ^ 658m 


b) AB = TB - TA und ТВ = TS-tan(ß) = 13500 m; der 
Kanal ist somit etwa 135m breit. 


15 a) h = b-sin(75°) = 3,67m 
h, = c-sin (15°) = 1,92m 
h,=h-h,=1,76m; а = 
74cm 
= соз(15°) 


b) A- а 


h, - 
ees ~ 182m 
—== + 2:d:cos(75?) = 860m 


74т 1 74m = 
+ë] h> + oss M = 2161m? 


16 a) und b) 
A gehört zu Bild (II). 


hÀ A 


141m 
Für die Turmhöhe h gilt 
h =1,5m + 141т tan (48,5°) = 160,9 m. 
Der Turm ist etwa 161m hoch. 


15m 


B gehört zu Bild (III). 


12m 
_ d5m-16m 134 š 
tan (о) = Ze = 17 also o = 482 
+13,4m 
ап (о. + 6,5%) = * also 


12m " 
x = 12m-tan(a + 6,5°) - 134m = 3,5m 
Der Fahnenmast ist etwa 3,5 т lang. 


С gehört zu Bild (1). 


d 


28,6m 


CG 


x 6m 
tan(o) = Ae also о = 118? 


tan (a + 17°) = SSES, also 


x = 28,6m-tan (a + 17°) - 6m = 975m 
Der Fluss ist etwa 9,75 т breit. 


4 Beziehungen zwischen Sinus, Kosinus und 
Tangens 


Seite 2 zer mr urn 


1 а) sin(35°) = 0,57 

b) cos(35°) = 0,82 

c) tan (35°) = 0,70 

d) sin (55°) = cos (35°) = 0,82 


| 
41 иши! 


ERREI 


1 65) š 


2 Der Winkel 40° ergänzt den in Fig. 1 auf Seite 24 
des Schülerbuches eingezeichneten Winkel 50° zu 
90°, und es gilt sin(40°) = cos(50°) = 0,64; 

cos (40°) = sin (50°) = 0,77. 


| Trigonometrie L7 


3 Náherungen für 
[texto vnu 


ү «_ Е sin (o) 


sin(38°) 0,62 е 
соз(38°) ^ 079 ^ 0,78 (vgl. tan (38°)) 
sin(27°) _ 0,45 


cosQ75 ^ 089 ^ 0,51 (vgl. tan (27) 


sin(63) _ 0,89 
соз(63°) ^ 045 ^ 1,98 (vgl. tan (63°)) 


sin?(38°) + cos?(38°) = 0,622 + 0,792 = 1,0 
sin? (27°) + cos? (27°) = sin?(63°) + cos? (63°) 
= 0,452 + 0,892 = 1,0 
Hinweis: Die numerischen Ergebnisse können An- 
lass sein, die Zusammenhänge > © - tan (о) und 


= 
sin? (x) + cos?(o) = 1 allgemein zu begründen. 


& InFig.1 auf Seite 24 des Schülerbuches stimmt 
die Ordinate von B; also sin (90° - o), mit OA’ 
überein, ebenso stimmen die Abszisse von B; also 
cos (90° - o), und AB' überein. 

Die Dreiecke OAB und OA'B' sind kongruent (Kon- 
gruenzsatz wsw: rechte Winkel bei А und А; 

ОВ = 0B' = 1 und 

4 АОВ = В'ОА = 90° - (90° - о) = о). 

Damit folgt sin (oe) = AB = AB’ = cos(90° - о) und 
ebenso cos(o) = OA = OX = sin(90° - о). 
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5 а) а= 44,5° 
с) & = 66,5° 


b) о = 35,0° 
d) & = 63,5° 


6 Mit b=a ist с = 2а2, also c=aV2. 
Daraus ergibt sich sin (45°) = 2 = 55 = 1..1 


und ebenso cos(45°) = Ë = Ze" ch 


7 а) 0°: Sonderfall, kein Dreieck. 
30° und 60°: Höhe h in einem gleichseitigen Deieck 
hat die Länge h = 5/3. 


Damit gilt tan(30*) = 2 = 1 75 und tan(60% = у = ҮЗ. 


45°: Beide Katheten sind in einem арыннан 
Dreieck, dessen spitze Winkel 45° groß sind, gleich 
lang. Daraus ergibt sich tan (45°) = 1. 
90°: Sonderfall, kein Dreieck. 

sin (0°) 


b) tan(0) = 2255 = $7 0; 


sin(30*) 2 1 


tan (30°) = cos(30°) ` NS ys! 


1 

60) 3 
tan (60°) = = Fra 
2 


sin(45*) _ 


tan (45°) = cos(45°) - 


11 a) Wenn die Gondel für eine Vierteldrehung, 
also für einen Drehwinkel von 90°, neun Minuten 
benötigt, dann dreht sie sich in einer Minute um 
10°. Die Höhenzunahmen lassen sich als Ordinaten 
der Kreispunkte in der Viertelkreisdarstellung able- 
sen. 


“5 


bi Die Höhenzunahme ergibt sich aus dem Dreh- 
winkel gemäß h = 30 т sin (o). 


Zeit t (in min) 0 1 2 3 4 
Drehwinkel o 0 | 10° | 20° | 30° | 40° 
Höhenzunahme h(inm)| 0 | 52 | 103 | 150 | 193 
Zeit t (in min). 5 6 7 8 9 
Drehwinkel o: | 50° | 60° | 70° | 80° | 90° 
Héhenzunahme h (nm)| 23,0 | 260 | 282 | 295 | 30,0 


2232 SE 95 
d) ү0,91 92 
13 a) 08 b $ DES 
d) V036 9 f 
5 2 5 5 
14 ai 7 bi 5v6 c) 7 d) 2/6 
15 a) sin(a) b) cos (a) 
C) sin(a) d) nd 
€) Isin(a)l 0 ag 
g) sin? (a) - cos? (a) h) cos (o) 
i) tan(o) 
sin (o) d cos? (o) 
16 a) tan(o) = ERU tan (a) = TG | 


b) 2; ESO 


tan(o) 


„tn 
VT+ tan? (o) " cos) = VT+ tan?(o) 
©) 2139 


17 а) ѕіп(о) = 
E 


18 а) cos(a) = (5 tan (о) = у 


dë. 


b) sin (a) = 0,51; tan(o) = E 


©) SR EE 
d) sin (о) = =; cos(a -i 

e) d tan(o) er: 
f) cos(a) = ===; man, 


g) sin (a) = d Тап(о) = = 


win 


h) sin (a) = 5; cos(o) = 


19 1+ tan2(8) = de" uar 
EE WE 
sin? (о) + cos? (a) = cos? (B) + sin? (B) 
= sin? (a) + sin? (B) 
= cos? (B) + cos? (a) = 1) 


20 211090. sin (a) 


cos(o) = tan(o) 
1 Y1 * tan? (o) Р тате rq 
sin(a) x tan) / = 1 + tan? (o) )) 


_ со52 (a) + sin? (o) 
21 a) der: cos? (0) 


=1+ E =1+tan?(a) 


1 sin?(o) + cos?(a) _, , cos?(a) 
b) si sin? (o) ais sin? (a) 
in2(90° - 
Sté sin2(90° - o) = 1 + tan2(90° - о) 


cos2(90° - o) 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 


Seite.26 2 uu == jma 


1 a) Das Dreieck ADC besitzt wie das Dreieck ABC 
einen rechten Winkel und den Winkel «. Folglich 
sind die Dreiecke ADC und ABC áhnlich. 

Das Dreieck DBC besitzt wie das Dreieck ABC einen 
rechten Winkel und den Winkel ß, folglich sind die 
Dreiecke DBC und ABC ähnlich. 

Da die Teildreiecke ADC und DBC jeweils ähnlich 
zum Dreieck ABC sind, sind sie auch zueinander 
ähnlich. 

b) sin (a) = Z- t- 
h_P 


p b_q_h 
ai :С05 (0) серна 
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Schülerbuchseiten 26-27 ` x == 


р bg 
©) Wegen 2 = £ und 2= š folgt ai = с-р 


und b?=c-q (Kathetensatz) 

Entsprechend ergibt sich aus = Ë der Нбһеп- 
satz h2 = p:q. 

Es gilt: a? + b? = pc +qc = с·с = c? 

(Satz des Pythagoras) 


2 a)h= үр-д = V4,8cm-2,7cm = 3,6cm 
tan(o) = Ë. = 43, also о = 53,1°; В = 90° - w = 36,9° 


b) р = © = ЧЕ” - 225ст, also c = p +q = 6,25cm 
tan(o) = ^ = 0,75, also о = 36,9° 
h? Gen? 


c) Here Tem = 5cm, also c = p +q = 6,8cm 

a = Vh? + p? = VB cm} + (18cm = 3,5cm 

b = Vh? + q? = V(3cmY + (5cm)2 = 5,8cm 

tan(B) = È= +g, also B = 590°; с = 90° - В = 310° 


3 

a) B = 58° а) a = 78° с) В = 74,8° 
а = 2,0ст а = 7,3ст b = 6,6cm 
с = 38cm b = 1,6ст с= 69cm 

d) a = 39,5° е) a = 59,4° f) a = 26,3° 
b = 50cm В = 30,6 В = 63,7° 
c = 6,45cm а = 4,7ст b = 8,7cm 


A а) В = а = 75°; y = 305; a = b = 93cm; 

А = 21,50 cm? 

b) a = b = 73cm; o = В = 68°; y = 44°; с = 5,5ст; 
А = 18,51cm?; 

с) a = b = 10,4cm; с = 156cm; a = В = 41,6°; 

ү = 96,9%; А = 53,69 ст2 


5 а) а= 8,3ст; b = d = 56cm; е = 78cm; 

Q4 = 40,9°; о, = 241°; А = 29,98 ст2 

b) b = 5,54cm; В = 77125; с = 2,73ст; e, = 37125; 
ү = 5 = 102,88°; h = 54cm; А = 34,75cm? 


6 а) Seitenlänge = 7,7cm 
A= Let - 3-5,4cm-14,4cm = 38,88 cm? 
b) Seitenlänge = 12,1cm 
= 37106-218 = 115,54cm? 
c) Seitenlänge = 4,5cm 
A=4-4,2-7,9 = 16,59cm2 


7 b-c-4cm; f=10,6cm; a=d=8,0cm; 
a = 37,8°; y = 811*; B = 5 = 120,6* 
8 Der horizontale Abstand zwischen Eibsee und 


Zugspitze ist auf der Karte durch eine etwa 8cm 
lange Strecke dargestellt. In der Realität ist der 
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horizontale Abstand etwa 

8cm-50000 = 400000cm = 4km lang. 

Aus der Hóhendifferenz von 1962 m erhált man 
eine Mindestseillänge von 


V(4 km? + (1,962km)? = 4,455 km. 


Aus tan(o) = зе ergibt sich die durchschnittliche 
Seilneigung х = * 261°. 


9 r=6370km; a = 0,2855"; r- h = 6369,92km 
In der Mitte des Sees steht das Wasser etwa 8cm 
höher als an den Rändern. 


Seite 27 


10 a) Für den Steigungswinkel o des Gleitpfades 


gilt tan(o) = RS = 0,0524, also os 3,0°, 


Das entspricht einer Steigung von 5,2496. 
b) Für die Gleitstrecke g erhált man 


291m. » 
8 = 57) = 174858m = 175km. 


с) Für die Flughöhe h erhält man 
h = 25km -tan (o) = 1,31km = 1310 m. 


11 tan(o) = an, х= A x ; x = 9,20m 


Der Damm muss unten etwa um 9,20 m breiter sein 
als oben. 


12 Der Fluss ist etwa 16,1m breit. 


13 a) y = 180° - 20 = 56° 
c = 2s:cos(o) = 11,8cm-cos(62°) = 55cm 


A= ic:s:sin(o) = 14,43cm? 

b) e = 2-(180° - ү) = 41° 

c = 2s:cos(o) = 90,4 m-cos(41*) = 682m 
= Ze 5+5їп(о) = 1011,58 т2 = 10,12a 


с 


[9] соѕ(0) = 2= 277. EZ. also os 87,6° 
ү = 180° - 20 = 4,7° 
A = 3c*s:sin(o) = 17643m? = 176a 


14 a) Es gilt cos(o) = $, cos(B) = s, cos(y) = $. 
Dabei ist а = Va? + b? + c? 
Damit Se cos(o) = SC also « = 45°; 


cos (ß) = SS also ß = 55,6°; cos(y) = also 
ү = 64,9°. 


b) б = 180° - 2y = 50,2° 


SE 


15 Für die Seitenhöhe h, des 
Tetraeders gilt 
h, = $3. Der Fußpunkt F der 
Raumhöhe h teilt die Höhen 
der Grundfläche jeweils vom 
Eckpunkt aus im Verhältnis 
2:1. 

2 2a 
а) cos(o) SoA i M 


- + also & = 54,7° 


b) cos(ß) = 5 = $, also B = 70,5° 


с 


16 Es gilt соѕ (0) =@ cos(ß) = 5 und cos(y) = d 


Daraus ergibt sich 


cos? (o) + cos? (B) + cos?(y) = š tgt © 


Der Inkreismittelpunkt І teilt die Seitenhalbieren- 

den des Dreiecks vom jeweiligen Eckpunkt aus im 
Verhältnis 2:1. 

Die Seitenhalbierenden haben die Länge 1З, also 
gilt für den Inkreisradius r: 


г=-УЗ= УЗ. 


Айсгтайуе: Da die Seitenhalbierenden die Dreiecks- 
winkel (je 60°) halbieren, gilt 


тап 30°) = + = 4. Mit tan(30°) = Zç folgt 


uad Bar 3 
245 Zë 6^" 
18 a) о = 50,05; o = 32,3? 
d I 
b) g = 6,35m 
19 h = Stan (60°) = 283; s- $3 
20 a=2b=4c 
Lese Ge S ei 
tan(o) = = ASAS TS a = 29,2 
Beg d A 
Хап(8) = ү B=644 
tan(y) = sis. = y = 774° 


21 a) tan(x) = 1.38 , also & = 75,2° 
2 
E 
b) tan(2) - 5 =2— „зей, also i = 20,5? und damit 
y = 410° 
© A=4-Ja-h,=2a-h, mit h, = үг WE 
(Flächenhöhe) 


А = 2-7,2m 13,6? + 3,62 m = 202,6m? 


22 Länge der Leitung: 1050m 
Neigungswinkel: o = 23,2? 


23 

a) s = 208cm b) r = 274cm с) a = 61,2° 
b = 25,1cm s = 33,0cm s = 67,7cm 

d) s = 111cm е) r = 8,8cm f) a = 142,5° 
b = 12,7cm 5 = 17,5cm s = 214cm 


ildrei HE 
24 a) Teildreieck: A, = Ir2sin (2°), 
> A = 2 a | [360° 
Also: A nasin (280° ) 


b) 10-Eck: А = 73,473cm? (93,5% der Kreisfläche) 
16-Eck: A = 76,537cm? (97,4% der Kreisfläche) 
256-Eck: A = 78,532 cm? (99,99% der Kreisfläche) 


Exkursion: Pyramiden, Gauß und GPS 


5 Е 
1 itu? < 
Vergrößert man er e 
denWinkelbeiE E] o A 
von 60° auf 75°, S M 


so erhält man ein Dreieck mit dem Winkel 15°, in 
dem e unverändert bleibt und die Hypotenuse sich 
„nicht ganz verdoppelt“. 

Setzt man diesen Gedanken fort und vergrößert 
den Winkel bei E auf 87°, so erhält man ein Dreieck 
mit dem Winkel 3° = 3:30 bei dem sich die Hy- 
potenuse gegenüber dem Vergleichsdreieck ,nicht 
ganz verzehnfacht" hat. 

Bei В = 3° ist also kleiner als 10-2 = 20, zugleich 
aber auch nicht größer als 9-2 = 18, wie man durch 
Probieren herausfinden kann. 


2 AABC: AC? * BC? - AB?, also 
(С (о))2 + (5 (0))2 = (2)? oder kürzer 
С2 (о) + S?(o) = 4r? 

ЛЕВО: BD? = EB? + ED2, also 


BEI pe (sco + (MD - МЕ)? oder kürzer 


S (5) = F520 + (r - ME? 
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ME halbiert ВС, MC halbiert АС. Wegen der Paralle- 
lität von AC und ME sowie von BC und der Orthogo- 
nalen zu АС durch M ist ME = +C(o). 

Durch Einsetzen dieser Beziehung ergibt sich 


elt Zeck Seel 
= 1520) + 2 - r-C(o) + $C? (o) 
= 1(S2(o) + C (o) + r? - г-С(о) 


= 1.472 + r? - r-C(0) = 212 - r-C(o). 
Die dem Winkel x abgewandte Sehne C(o) ist ge- 
nauso groß wie die dem Winkel 180° - x zugewand- 
te Sehne S(180? - o), und die dem Winkel o zuge- 
wandte Sehne 5 (o) ist genauso groß wie die dem 
Winkel 180° - с abgewandte Sehne C (180° - о). 
Es gilt S(180° - о) = C(x) und C(180° - o) = S(o). 
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3 Für с = 90° ergibt sich aus Fig. 2, Seite 30 im 
Schülerbuch, 2- S2(90°) = 2-C2(90°) = 4r? und dar- 
aus S(90*) = C(90°) = V2-r. 

Ist œ = 60°, so ist S(60*) = г (A МВС gleichseitig), 


"i:3Schülerbuchseiten:31231:——  — 5-4 —cc-x-— — — =Y 


«| S(o) Со) 
— ES: 18 
165° GB | 5-248. 
180* 2r 0 


4 In Fig. 2, Seite 30 im Schülerbuch, ist das Drei- 

eck AMC gleichschenklig, die Winkel 4 MAC und 

4 ACM sind gleich groß, und es gilt 

4MAC = 4ACM = 3-(180° - (180° - о)) = T 

Nun sind S (c) und C (o) die Katheten im rechtwink- 
ligen Dreieck ABC mit dem Winkel 4 ВАС = Бү ипа 

es gilt sin($) = E und cos [2) = ES. 

So kann zum Beispiel der Wert $(45°) = ү2- 02 -г 

verwendet werden, um sin |Ë) = sin(22,5°) 


anzugeben: sin (22,5°) = уло = i 2-2. 

Aus der Sehnentafel zu Aufgabe 3 lässt sich eine 
Tabelle für Sinus- und Kosinuswert mit der Schritt- 
weite 7,5° entwickeln: 


sin(a) 
und für C(60°) erhält man sb Ж; Se 
C(609 = (2? - 52(о) = Var - г? = Wer. d 2... 1 | ° 
l 
Mit der Rekursionsformel s2[2) = 2r2 - r- C(o) 15 Haus e ar ER 5-88 
gelingt der Schritt zur jeweilig halben Winkelgröße, ч М, 2+0 +13 
тит Beispiel A 1 1 2-\з 
$2(45°) = 212 - r-C(90%) = 2? - r-2-r = (2 12), 5 202-13 +з | үзү 
also S(45°) = ү2 - 2r. Mit C(180? - o) = 5 (о) a kafe I | " 
erhált man damit auch den Wert zs {0-0 i2 | үг 
С (180° - 45°) = С(135°) = V2 - V2 -r und mit dem = 5 | = 
Satz des Pythagoras auch i 35] 3 Le Nee 
= 2 -52 °) = 2- - . 
C(45*) = Yan? -32@59 = Var? - (2 - 3-1) xs Wal | WoE Urera 
= аг? - (2 - v2)? = Ү2 + 2r — — = E MAI 
gh Те 45° iz iz | 1 
Entsprechend lassen sich die weiteren Wurzelterme w. _2 2 | 
in der nachfolgenden Tabelle entwickeln. | 
ој 1, = SE 2«12-V3 
5 Sc Сб) 525) herh si 3V2 - 2 - 3 FRE ERA 
0* | 0 | 2г Ss 60° NS 1 JS 
15° | Y2- 2 448r 2 + ү2 +З -г == 
TT was - к e 1 1 2+ү2 
30° | 2-0 - ESER em {0+ 212-0 2-0 
— = => H 
45 Y2-2-r DEE 75» LEE AER m 
60° r KE — 
ze (2-02-08. Ya «2-8 е 825° 212+ 12 +13 | 32-3248 ва 
90° Y2-r nr 9° a i D nicht definiert 
LESER VER TER CH RB m 
120° Ber | r 
— _ 
135° (Or | ГА ër 
з? Trigonometrie 


Il Wahrscheinlichkeitsrechnung 


1 Laplace-Experimente 


t a) 
Farbe gelb | blau mm ` 
Wahrscheinlichkeit 1 і 1 
5 e 
Gklslz 
2 а} b) 3; o£ 
9 81 [1 
3 а Dh 
4 ak bš oi DE 
e) Z о 5 gi 


5 а) Ja, da alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich 
sind. 

b) Nein, da die Flächen des Legosteins unterschied- 
lich grof$ sind und somit die Wahrscheinlichkeiten 
für die jeweiligen Flächen unterschiedlich sind. 

c) Nein, da der Reifinagel nicht mit der gleichen 
Wahrscheinlichkeit auf der Spitze landet wie auf 
der flachen Seite. 

d) Ja, da alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind. 
е) Nein, da das Glücksschwein mit unterschiedlicher 
Wahrscheinlichkeit auf den Füßen oder der Seite 
liegen bleibt. 

f) Ja, da alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich sind. 


2 Mehrstufige Zufallsexperimente 
Better 
1 ai Die Wahrscheinlichkeit beträgt 

р 


cheinlichkeit beträgt 


= 
s 
2 
D 

Ge 
= 
à 
Sà 


2 ap g b) p= 


@р= 2-1+1-2=2 


$ейе:4А@———=———_ ee nr 


3 а) Ziehen ohne Zurücklegen. 
b) Ziehen mit Zurücklegen. 
c) Ziehen mit Zurücklegen. 
d) Ziehen mit Zurücklegen. 


& ak bš dée DE 


е)... (z. B) nicht zweimal blau angezeigt. 


5 а) 0,3% = 0,027 
С) 3-0,3-0,72 = 0,441 


b) 0,7? = 0,343 
d) 1- 0,7? = 0,657 


о 
° 
EN 
w 
8l 
al 
„3a 
" 
= 
al» 
" 
ю 
` 
E 


6 d 
b) 12711109 = 33 7 303% 
4.6.2 12 
9 6:58 = 12 = 218% 


8 a)Der Arzt bestimmt die Wahrscheinlichkeit, 
dass das Medikament alle drei Patienten heilt, als 
Produkt der einzelnen (gleichen) Heilungswahr- 
scheinlichkeiten, also 0,8-0,8-0,8 = 0,512. 

b) Mindestens zwei Patienten werden geheilt, 
wenn zwei oder drei Patienten geheilt werden. 

Die Wahrscheinlichkeit dafür betrágt daher 
0,8-0,8-0,2 + 0,8-0,2-0,8 + 0,2-0,8-0,8 + 0,8 -0,8-0,8 
= 0,896. 

c) Man gibt zehn Kugeln in eine Urne, acht grüne 
für geheilte und zwei rote für nicht geheilte Pati- 
enten. Man zieht dreimal mit Zurücklegen, weil es 
sinnvoll ist, für alle drei Patienten gleiche Heilungs- 
chancen anzunehmen. 
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9 Es wird nur eine Serie von 5 Schüssen betrach- 
tet. Dann ergibt sich: 

а) 0,95 + 5-0,9%-0,1 = 91,9% 

b) 5-0,95-0/1 = 32,8% 

c) 1- 0,95 = 41,0% 

Werden alle 20 Schüsse betrachtet, ergibt sich: 

a) 0,920 + 20-0,97?-0/1 = 39,2% 

b) 20-0,919-0,1 = 27096 

©) 1- 0,920 = 87896 


10 a) Das spielt keine Rolle, denn die Wahrschein- 
lichkeit beträgt jeweils 4, da 


RER E E Ee 

4743743274327. 
au. 2187 

b) (2) = хезад = 133% 


II Wahrscheinlichkeitsrechnung L13 


- — Schülerbuchseiten 41-44 


11 a) 0,9855 - 88,696 b) 1 - 0,9858 = 11,4% 


12 Individuelle Lösung 


13 a) 0,987 = 86,8% 

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist mindestens 
ein Schwarzfahrer dabei? 

c) Es gibt 7 Pfade, die zu „genau ein Schwarzfahrer 
gehören, daher muss Niko rechnen: 

0,987 + 7-0,985-0,02 = 99,2%. 


D 


H 
14 à) &1.1.1.1,1,1,.1,1, 1,1,1,1, 1,1, 


2 
u.s = 
= # = 04875 = 18,75% 


15 Möglicher Bericht: „Falls man davon ausgeht, 
dass man den Anteil der übersehenen schadhaften 
Bauteile nicht senken kann, dann kann man den 
Anteil von 5% auch bei nachfolgenden Kontrollen 
annehmen. Eine doppelte Kontrolle würde dann 
den Anteil der übersehenen schadhaften Bauteile 
auf 0,05-0,05 = 0,0025, also auf 0,25% senken. 
Unter der obigen Annahme würde eine dreifache 
Kontrolle den Anteil der übersehenen schadhaften 
Bauteile sogar auf 0,05-0,05-0,05 = 0,000125, also 
auf 0,0125% senken. In Anbetracht der Kosten und 
des Zeitaufwandes erscheint daher eine doppelte 
Kontrolle als sinnvolle Lösung“ 


16 a) Man geht davon aus, dass die Wahrschein- 
lichkeit für L bzw. R jeweils 50% beträgt. 
Ergebnis LLL | LLR | LRL LRR | RLL | RLR | RRL | RRR 


Wahrschein- 
lichkeit 


0425 0425 0,125 0/125 0/125 0,125 0,125 0,125 


0,125 | 0,375 0375 | 0125 
| P — L. L— _ 
c) Bei 1000 Kugeln erwartet man je etwa 125 in 
den Fàchern A und D, je etwa 375 in den Еасһегп B 
und C. 

d) 16 Ergebnisse mit jeweils Wahrscheinlichkeit 
0,0625 


Wahrschein- 
lichkeit 


Ergebnis | А | B. Ge, 
Wahrschein- | | 
woe 00625 | 025 0.25 | 0,0625 


Bei 1000 Kugeln erwartet man je etwa 63 in den 
Fächern A und E, je etwa 250 in den Fächern B und 
D und etwa 375 im Fach C. 


L14 и Wahrscheinlichkeitsrechnung 


17 a) 0,855 = 44,4% 

b) Mögliche weitere Fragestellungen: 

Mit welcher Wahrscheinlichkeit 

b1) zeigt sich bei mindestens einem der Patienten 
eine unerwünschte Nebenwirkung: 1 - 0,985 = 9,6% 
b2) wirkt Fibrofort bei allen fünf Patienten: 

0,875 = 49,8% 

b3) wirkt Fibrofort bei mindestens vier Patienten 
wie gewünscht: 0,855 + 4-0,85*- 0,15 = 75,7%. 


18 W-Verteilung für ein Spiel: 


Ergebnis | К? d d РР | SS | sons 
Wahrschein- | 1 ı | a п 
lichkeit 36 9 | 4 LL. 18 


a) Es müssen 3€ ausgegeben werden, damit nach 
drei Spielen 270 ct als Gewinn übrig bleiben. Dazu 
muss man dreimal WW erzielen. Also ergibt sich für 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit: (э) = 0,00296. 

b) Es müssen 100ct ausgegeben werden, damit 
nach drei Spielen 70ct als Gewinn übrig bleiben. 
Dazu muss man einmal WW und zweimal ,sonst" 
erzielen. Also ergibt sich für die gesuchte Wahr- 
scheinlichkeit: 3-4-(#)? = 3,1%. 

c) Es müssen 40ct ausgegeben werden, damit nach 
drei Spielen 10ct als Gewinn übrig bleiben. Dazu 
muss man einmal PP und zweimal SS erzielen oder 
zweimal PP und einmal „sonst“. Also ergibt sich für 
die gesuchte Wahrscheinlichkeit: 

ADROER OEE * 4396. 

d) Es müssen 30ct ausgegeben werden, damit nach 
drei Spielen kein Gewinn (und kein Verlust) übrig 
bleibt. Dazu muss man dreimal SS oder je einmal 
PP, SS und ,sonst" erzielen. Also ergibt sich für die 
gesuchte Wahrscheinlichkeit: 


(2)? + 6-4-1-8 = 11,7%. 


3 Vierfeldertafel 


Seite 44 ч = т = 
1 

9а | N 9b gesamt 
mag gern 
Mathematik | 7 EN RU 
mag nicht | | 
gern | 12 | 10 22 
Mathematik | 
gesamt ERE EXE 58 
a) 18 b) 46 (28 + 18) 


H Mit den in der Tabelle ergänzten Zahlen ergibt 
sich P (Ë) = 22; P(Eu P) = (vgl. Aufgabe 1a)); 
P(En P) = $ (vgl. Aufgabe 1b)). 


3 
weiblich 
mànnlich 150 110 260 
gesamt 235 240 475 
a) E: „Die ausgewählte Person ist weiblich” 
215 _43 
P(E) = 475 = 95 


С) Е: „Die ausgewählte Person ist aktives Mitglied” 
Р(Е) = 235-47 


475 95 
4 a) 
ESCH ee gesamt 

Jungen 4445 
Mädchen 4379 
gesamt 8824 
b) E: „Das Kind ist ein Brillenträger” 

= 524 _ 131 
P(E) = 5824 = 2206 
F: „Das Kind ist ein Mädchen und Brillenträger” 

= 256 _ 32_ 
PI = 8824 = 7103 


5 a) Man geht von 10000 Fahrgästen aus. Damit 
erhält man die Tabelle. 


männlich (M) 


weiblich gesamt 


b) P(MnS) = 0,445 
©) Р(Ми$) = 0,55 + 0,445 = 0,995 


4 Abzählverfahren 
KTTS: аде ———— 
1 а) Bei jeder Frage gibt es 4 Antwortmöglichkei- 
ten. Insgesamt gibt es 4096 Antwortmöglichkeiten. 


b) P(6 Richtige) = 7055 = 0,00024 


©) Р(0 Richtige) = Z2: = 0,178 


2 а) Esgibt 3-4-2 = 24 mögliche Ergebnisse. 
b) Die Wahrscheinlichkeit beträgt 3. (3. = 2). 


3 а) Es gibt 24 Möglichkeiten. 
b) P(Beginn mit 2)=+ 
Seite EAM =. - re 


4 а) Es gibt 177147 Möglichkeiten. 
b) P(11 Richtige) = Tu = 0,000 005 645 


P(0 Richtige) = 52098. = 0,011561 


5 а) Esgibt 7! = 5040 Möglichkeiten. 
b) P (der Größe nach) = zx; = 0,0001984 


c) P(0 Richtige) = 120, = 75 = 0,0238 


6 a) P(Junge Mädchen abwechselnd) = i - i 


b) P(Junge an Anfang und Ende) = EI = x 


sl 2.1.1-1 
6 6) 3"5"1=3 


5 Ziehen mit und ohne Beachtung 
der Reihenfolge 


Seite &9.—.- ——— биг en 
1 a) 3 Objekte aus 10 auswählen: (19) = 120 

2 schwarze Schafe aus 3 auswählen: (3) = 3 

1 weißes Schaf aus 7 auswählen: (7) = 7 
P(2 schwarze, ein weißes Schaf) = 2. = > 


3).(7 d 


2 
Q D DI O0 WG (3) 
21 126 330 36 | 66 680 
maole Ten | G | am 
680 | 15504 | 15504 | 161700 | 124750| 1 


3 Es lassen sich 6-5-4 = 120 dreistellige Zahlen 
bilden. 

b) Es gibt 5-4 = 20 verschiedene Zahlen, die mit 6 
anfangen. 
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A Es gibt insgesamt 107 mögliche Gewinnzahlen. 
Die Wahrscheinlichkeit für eine Gewinnzahl aus 
lauter verschiedenen Ziffern ist somit 


604800 _ 189 
107 305 


(10-9-8-7-6-5-4 = 604800), 


5-4-3-2 _ 120 _ 24 
5 а) P= ее = 695 = 55 = 0192 


b) P(nicht blau) = (4) = 0,4096 


6 а) Es gibt 210 Möglichkeiten. 
b) Es gibt 1607-1015 Möglichkeiten. 
c) Es gibt 4725 Möglichkeiten. 


7 а) Es gibt 126 verschiedene Wurfbilder. 
b) Insgesamt gibt es 511 Wurfbilder. 


md 
8 а) Р= аў b) P = mu 


9 5 Freunde aus 12: 792 Möglichkeiten 
a) P(nur Mädchen) = m 

b) P(nur Jungen) = * = з 

©) PG Jungen, 2 Mädchen) = 22-19 - 73 


d) P(Claudio und Sebastino) = du T - 2 


10 a) Es gibt 8! = 40320 Möglichkeiten. 


b) PO freie Plätze nebeneinander) = isis - E 


11 a) Es gibt 6-5-4-3 = 360 verschiedene Aus- 
wahlen. 

b) Es gibt 1-5-4-3 = 60 Auswahlen bei denen ein 
Pinguin dabei ist. P(Pinguin) = — 


Seite sie iu —— - сеа 


12 3 Lose aus 100: 161700 Möglichkeiten 


š 420 2 

a) P(3 Hauptgewinne) = 361700 ^ 2695 

b) P(genau ein Hauptgewinn) = u. dës 
В 1225-50 _ 25 

©) PO Nieten) = -161700 "Se 

а) P(genau eine Niete) = pu - z 


e) P(nur Nieten und Trostpreise) = prase = E 


f) P(mindestens ein Hauptgewinn) 


2287. en ИСТА 
1078 + 1078 * 2695 ^ 245 


g) P(1 Niete, 1 Hauptgewinn, 1 Trostpreis) 


= 50:10:40 _ 200 
161700 1617 


13 4 Lampen aus 50: 230300 Möglichkeiten 
(8-6) 
(@) 
o) 
G) 


a) P(4 defekt) * 0,7086 


b) P(10 defekt) - 


= 0,3968 
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©) P(1 defekt) = +" = 0,92 


„on 
14 a) P(3 Richtige) = (9) 0,017 6504 


Бр T 
(genau 1 Richtige) = NN = 0,41302 
c) P(mind. 3 Richtige) 
6.43). (6) (43) . (6). (43) . (6) . [43 
. 099 UE. ane 
6 
dh vides 9. 
(genau 1 Richtige) = (©) = 0,435965 
dës кмге) = 019 
(genau 1 Richtige) = (9) = 0,000003 423 
f Pim DN 
ind. 3 Richtige) = = 0,000 01845 


(9) 


Ri 0 а "5 = 0,00000000715 
(9) "5.402 

(©-(@) 
| 


15 P(Jackpot) = 


16 a) P(6 Richtige) = 


= 19063-107 


rs 3-60 
b) P(5 Richtige + Zusatzzahl) = @ 
36) 
& us Jy 41176-105 


= 9,0814 -10-6 


c) P(5 Richtige) = 


d) P(4 Richtige) = DI. = 1,8014-10-3 


6-9) 
(9) 
2-8) 
[E] 
Kc = 0,0008123 
(8-55) 
(9) 
Ed 
(9) 


17 PO Richtige) = 


= 0,230355 


Р(2 Кїсһїїре) = 


= 0,022474 


P(3 Richtige) = 


P(4 Richtige) = = 0,00000967 


P(5 Richtige) = = 0,000.000 02275 


18 a) Da Binomialkoeffizienten die Anzahlen von 
Möglichkeiten angeben, müssen sie ganzzahlig 
sein. 

b) (n- k)! = (n- I9-(n- k - -...-2:1 

Der Term auf der linken Seite der Gleichung enthált 
demnach jede Zahl von 1 bis n genau einmal als 
Faktor, ist also gleich n!. 


6 Bernoulli-Experimente 
Seite Be en 


1 a) Ergebnisse z.B. „Wappen“, „Zahl“, Treffer 
(z.B): „Wappen“, p = 2 

b) Ergebnisse z.B. „Eine Sechs fällt‘, „Keine Sechs 
fällt“, Treffer (z.B.): „Eine Sechs fällt“, p = 1 

c) Ergebnisse z.B. „Bauteil funktioniert“, „Bauteil 
defekt", Treffer (z.B.): „Bauteil funktioniert"; p kann 
aus einer Statistik bestimmt werden. 

d) Ergebnisse z.B. „Das Medikament heilt die Krank: 
heit“, „Das Medikament heilt die Krankheit nicht“, 
Treffer (z.B.): „Das Medikament heilt die Krank- 
heit“; p kann aus einer Statistik bestimmt werden. 


2 Vollständiger Baum bei einer Bernoulli-Kette 
mit Länge n = 4 siehe Fig. 


A AA / 
© @ (0 
Hii 
© Io. 


eO АК 

X21 „Ох хез Kea Хез iiie 
Es bezeichne X, die Zahl der Einsen längs eines Pfa- 
des. 


Dann liest man ab: 

(à) = 1 (ein Pfad zu X = 0) 

D = 4 (vier Pfade zu Х=1) 
à = 6 (sechs Pfade zu X = 2) 
à) = 4 (vier Pfade zu X = 3) 
(4) = 1 (ein Pfad zu x = 4) 


3 Esliegt eine Bernoulli-Kette vor. Treffer: Wappen 
fällt, p = H п = 6. X sei die Anzahl der Wappen. 
a) P(X = 3) = 0,3125 b) P(X 2 3) = 0,6563 


с) Р(Х = 3) = 0,6563 


4 a) Treffer: ‚Wappen liegt unten‘, Trefferwahr- 
scheinlichkeit p = 7, Länge der Kette n = 5. 

b) Treffer: „Eine Sechs fällt“, Trefferwahrscheinlich- 
keit р = H Länge der Kette п = 6. 

c) Hier liegt keine Bernoulli-Kette vor, denn beim 
Ziehen der Lottozahlen ändert sich bei jeder Kugel- 
entnahme die Wahrscheinlichkeit, d.h., die einzelnen 
Durchführungen sind nicht unabhängig. 

Allgemein ist das Ziehen aus einer Urne ohne Zu- 
rücklegen keine Bernoulli-Kette, weil die Ziehungen 
nicht unabhängig voneinander sind. 

d) Streng genommen liegt auch hier keine 
Bernoulli-Kette vor, denn eine Person kann nur ein- 
mal ausgewählt werden, d.h., die Wahrscheinlichkeit 
für die Auswahl einer Person mit Handybesitz än- 
dert sich jedes Mal. Allerdings ist die Änderung so 
geringfügig, dass man mit guter Näherung doch von 
einer Bernoulli-Kette sprechen kann. Immer wenn 
man aus einer sehr großen Grundgesamtheit (hier 
Telefonteilnehmer) eine relativ kleine Anzahl aus- 
wählt (1000 ist hier relativ klein), so kann man nähe- 
rungsweise von einer Bernoulli-Kette ausgehen. Hier 
bedeutet dann Treffer, dass ein Teilnehmer mit Han- 
dy ausgewählt wird. Die Trefferwahrscheinlichkeit p 
ist unbekannt. Sie kann einer Statistik entnommen 
werden, oder die Umfrage dient dazu, p als Schätz- 
wert zu bestimmen. Länge der Kette n = 1000. 

e) Hier liegt keine Bernoulli-Kette vor, da hier keine 
Ereignisse der Form „Treffer“ oder „kein Treffer“ ein- 
treten. 
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5 Es liegt eine Bernoulli-Kette vor. Treffer: Ant: 
wort richtig“, p = 2, n = 8. X sei die Anzahl der 
richtigen Antworten. 
а) Р(Х = 4) = 0/1707 
c) P(X š 3) = 0,7414 


b) P(X 2 4) = 0,2586 
d) P(X > 4) = 0,0879 


6 Es liegt eine Bernoulli-Kette vor. Treffer: „Flasche 
enthält weniger als 495 cm?", p = 0,02, п = 20. 

X sei die Anzahl der Flaschen, die weniger als 

495 cm? enthalten. 
a) Р(Х = 2) = 0,0528 
c) Р(Х = 2) = 0,9929 


b) Р(Х 2 2) = 0,0599 


7 X: Anzahl der keimenden Blumenzwiebeln 
n = 12, p = 0,9 

a) Р(Х = 12) = 0,2824 

b) P(X = 10) = 0,2301 

c) P(X š 10) = 1 - Р(Х š 9) = 0,8891 

d) Р(Х š 9) = 01109 

e) PZ s X = 11) = Р(Х š 11) - Р(Х š 6) = 07170 


8 X: Anzahl der unbrauchbaren Schrauben, 
р = 0,03 
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s===SchülerbuchseitensS0z56s=== == 
A: n = 12, P(X = 0) = 0,6938 Seite 56 u 


$ 20, P(X š 1) = 1- Р(Х = 0) = 0,4562 
C: n = 50, Р(Х > 1) =1 - P(X š 1) = 0,4447 
Also ist A am wahrscheinlichsten. 


9 а) Fach 1: p = 0,0625 
Fach 3: p = 0,375 

Fach 5: p = 0, 0625 

b) Fach 1: p = 0,0256 
Fach 3: p = 0,3456 

Fach 5: p = 0,1296 

c) Dies ist nur dann möglich, wenn das Brett so 
gekippt wird, dass die Kugel an jedem Klotz mit der 
Wahrscheinlichkeit 1 nach rechts fällt. Dann landet 
die Kugel mit der Wahrscheinlichkeit 1 im Fach 5. 
Die Wahrscheinlichkeit für alle anderen Fächer be- 
trägt p = 0. 


Fach 2: p = 0,25 
Fach 4: p = 0,25 


Fach 2: p = 0,1536 
Fach 4: p = 0,3456 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 
Seite 55 
1 5:4:4- 80 


2 5-4-3-2=120 


4:3,41,5 2.121 
3 WAHA TATS 
A z.B. Wirkung eines Medikamentes, das dreimal 
verabreicht wird 


5 а) wahr 

b) falsch 

c) Wahr, denn 
(n+N!-n!=(n+N)-n!-n!=n-n!+n!-n!=n-n! 
d) Wahr, denn n! enthält jede Zahl, die kleiner als n 
ist, als Faktor, also auch jede Primzahl. 

e) Wahr, denn ES = (n +1)-п ist das Produkt 
zweier aufeinanderfolgender ganzer Zahlen, von 
denen eine gerade sein muss. Damit ist auch das 
Produkt gerade und durch 2 teilbar. 


15-820 _ 
b) z1a5060 ^ 00015 


1 
6 а) eene 


40 6:2. 
d 6° 374508025 ^ 0,0000039 


7 а) Man gewinnt, wenn nicht zweimal „Flop“ er- 

scheint, also mit der Wahrscheinlichkeit 

1-0-3?-1- 0,62 = 64%. 

b) Es muss gelten: 

1-(1-92-(1-2=1-(1-0,4)-(1-2) 
=1-0,6-(1- x) = 06. 

Diese Gleichung hat die Lösung z = 1. „Flip“ muss 

also beim zweiten Drücken mit etwa 33,3% Wahr- 

scheinlichkeit erscheinen. 
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8 а) zugehöriges Ergebnis: 111 (lies eins-eins- 
eins). Wahrscheinlichkeit: z 

b) zugehörige Ergebnisse: 111, 116, 161, 611, 166, 
616, 661. Wahrscheinlichkeit z% 
c) zugehörige Ergebnisse: 163, 136, 316, 361, 613, 
631. Wahrscheinlichkeit z 

d) das ist unmöglich, also ist die Wahrscheinlich- 
keit 0. 


VER 

b) Siehe Fig. 1, die Gewinn-Wahrscheinlichkeit be- 
trägt i 

C) Siehe Fig. 2, die Gewinn-Wahrscheinlichkeit be- 
trägt 2. 

d) Siehe Fig. 3, die Gewinn-Wahrscheinlichkeit be- 
trägt į. 

Fig 


| 2. Würfel 


123456 
1. Würfel 


123456 
1. Würfel 


123456 
1. Würfel 


10 a) Man gewinnt, wenn beide Würfel ungerade 
Augenzahlen zeigen. 

b) Man gewinnt, wenn die Augensumme 7 beträgt. 
11 Individuelle Lösung 


12 


Ein Baumdiagramm zu dem Zufallsexperiment, bei 
dem nicht alle Pfade dargestellt sind, verdeutlicht 
die folgende Argumentation. Alle Ergebnisse sind 
gleich wahrscheinlich. 

Der Pfad zum Ergebnis 2/3/5 (dick hervorgehoben) 
hat die Wahrscheinlichkeit 1-2-2 = Zç. 

Das Ergebnis 2/3/5 liefert die Augensumme 10. Es 
gibt aber noch weitere Ergebnisse, die mit densel- 
ben Würfelzahlen auf diese Augensumme führen, 
denn man darf die Summanden vertauschen: 
2+3+5=2+5+3=3+2+5=3+5 +2 
=5+2+3=5+3 +2, 


Um de Augensumme 10 mit den Würfelzahlen 

2, 3, 5 zu erzielen, erhält man also die Wahrschein- 

lichkeit >£. 

Um die Augensumme 10 mit den Würfelzahlen 

3, 3, 4 zu erzielen, gibt es nur drei Möglichkeiten: 

3+3+4=3+4+3=4+3 +3. Um die Augensum- 

me mit den Würfelzahlen 3, 3, 4 zu erzielen, erhält 

man also die Wahrscheinlichkeit Ze. 

Um die Augensumme 9 mit den Würfelzahlen 3, 3, 3 

zu erzielen, gibt es nur eine Möglichkeit mit der 

Wahrscheinlichkeit zz- 

Für die drei Würfelzahlen gibt es wie in diesen Bei- 

spielen allgemein nur drei Möglichkeiten: 

Entweder 3 verschiedene Würfelzahlen - Wahr- 

scheinlichkeit jeweils ze 

oder 2 gleiche Würfelzahlen - Wahrscheinlichkeit 

jeweils ET 

oder 3 gleiche Würfelzahlen - Wahrscheinlichkeit 

jeweils зс. 

Also ist die Wahrscheinlichkeit für „Augensumme 

10" (für die sechs Summen 

1+3+6=1+4+5=2+2+6=2+4+4 

=2+3+5=3+3 + 4): 

е Y zi Ж Ge id Se * к * zie p. е 

und die Wahrscheinlichkeit für „Augensumme 9“ 

(für die sechs Summen 

9=1+2+6=1+3+5=1+4+4=2+2+5 
=2+3+4=3+3+3): 


б. $ ç E (35 6 1 28 


zi t 216 + 216 t 216 * 216 + 216 7 216 


Die Augensumme 10 hat die Wahrscheinlichkeit z, 
die Augensumme 9 hat nur die Wahrscheinlich- 

keit 2®. Wesentlicher Grund: Die 3 + 3 + 3 geht nur 
aus einem Ergebnis hervor, sonst entsprechen sich 
die Augensummen 9 und 10. Daher ist die Augen- 
summe 10 etwas wahrscheinlicher. 


13 Möglicher Brief von Pascal an de Méré: 

Mein lieber Chevalier, 

zunàchst danke ich Euch für die Frage, die mich viel 
Zeit und Schlaf gekostet hat. In der Tat scheinen 
auf den ersten Blick beide Ausgänge gleich wahr- 
scheinlich. Eure Frage zeigt mir jedoch, dass dieses 
Ergebnis Eurer Beobachtung widerspricht. Und so 
bin ich zu dem Schluss gekommen, dass wirklich 
ein kleiner Unterschied bei der Wahrscheinlichkeit 
besteht. 

Am einfachsten könnt Ihr zu einer Erklärung gelan- 
gen, wenn Ihr jeweils das Gegenteil der von Euch 
betrachteten Spielausgänge betrachtet. Beginnen 
wir bei dem Spiel mit vier Würfeln. Das Gegenteil 
davon, mindestens eine Sechs zu werfen, bedeutet, 
keine Sechs zu werfen. Dafür - gute Würfel voraus- 
gesetzt - erkennt man die Wahrscheinlichkeit 

(2)“ = 0,482. Mithin ist die Wahrscheinlichkeit min- 
destens eine Sechs bei diesem Spiele zu erzielen 
1- 0,482 = 0,518, also gerade etwas mehr als 3. 


Man wird also in etwas mehr als der Hälfte aller 
Spiele - wenn man oft genug spielt - mindestens 
eine Sechs erzielen. 

Ebenso gehen wir bei dem Spiel mit zwei Würfeln 
vor. Das Gegenteil davon, bei diesem Spiel mindes- 
tens eine Doppelsechs zu werfen, bedeutet, keine 
solche zu werfen. Dafür erkennt man die Wahr- 
scheinlichkeit (2) = 0,509. Mithin ist die Wahr- 
scheinlichkeit mindestens eine Doppelsechs bei 
diesem Spiele zu erzielen, 1 - 0,509 = 0,491, also 
gerade etwas weniger als 3. Man wird also in etwas 
weniger als der Hàlfte aller Spiele - wenn man oft 
genug spielt - mindestens eine Doppelsechs erzie- 
len. 

So habt Ihr eine Erklárung für Euere Beobachtung. 
Eine Excel-Simulation befindet sich auf der Datei 
simulation.xls (siehe www.klett.de). 
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14 a) Der Einfachheit halber gehen alle Vorschläge 
von einem Jahr mit 365 Tagen aus, eine vernünfti- 
ge Voraussetzung zur Umgehung des Spezialfalles 
,Schaltjahr". 

Vergleicht man Marias und Inkas Argumente für 
zwei Personen, so wird deutlich, dass Marias Argu- 
ment nicht stimmen kann, denn sie würde dafür E 
erhalten. Die zweite Person kann aber nur, wie Inka 
sagt, an 364 anderen Tagen Geburtstag haben und 
nicht nur an 363 Tagen. 

Inka und Ruben haben áhnliche Argumente. Ruben 
berücksichtigt aber nicht, dass mit zunehmender 
Anzahl der Personen immer weniger Tage zur Verfü- 
gung stehen. Daher ist sein Ergebnis zu groß. 

Inkas Argumentation ist nachvollziehbar richtig. 

DEX ER 368 ` 365" 365" 365 > 88,3 %. 

c) Setzt man die Rechnung fort, so sieht man, dass 


ab 23 Personen die Wahrscheinlichkeit, dass sie an 
verschiedenen Tagen Geburtstag haben, kleiner als 
0,5 wird. Auf das Gegenteil, dass mindestens zwei 
am selben Tag im Jahr Geburtstag feiern, kann man 
also für mehr als 22 Personen wetten. Für 30 Per- 
sonen beträgt diese Wahrscheinlichkeit sogar etwa 
70%. 
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- . Schülerbuchseiten 57-59 ` 


a) Das Parallelsystem fällt aus, wenn beide Pumpen 
versagen. An dem Baumdiagramm erkennt man, 
dass die Wahrscheinlichkeit dafür 

(1-х): (1 - y) =1- x - y + xy beträgt. Das System 
arbeitet also mit der Wahrscheinlichkeit 
1-0-x-y*xy7x*y-xy. 

Alternativ kann man die Wahrscheinlichkeiten der 
drei Pfade addieren, bei denen mindestens eine 
Pumpe arbeitet: 

xy *x:-y + (1- х)-у=х+у- ху. 

b) x+y 

c) Es ist x = 0,95 und y gesucht. Nach Teil a) gilt 
für y die Gleichung 0,95 + y - 0,95y = 0,99 mit der 
Lösung y = 0,8. 

Die zweite Pumpe muss also mit 80% Wahrschein- 
lichkeit funktionieren. 


Exkursion: Ziegenproblem 


Seite 59 


1 ai Das Auto ist mit der Wahrscheinlichkeit 
p =š hinter Tür 1. 
b) Die Wahrscheinlichkeit beträgt p = 4 


c) Die Wahrscheinlichkeit beträgt p = š. 

d) Die Wahrscheinlichkeit, dass nach dem Wechseln 
das Auto hinter der Tür steht, beträgt p = ЕЯ Мап 
sollte also grundsätzlich die gewählte Tür wechseln. 


2 Individuelle Lösung 
Der Kritiker geht von anderen Voraussetzungen aus. 


3 а) Hier hat der Quizmaster nur dann die Mög- 
lichkeit, Tür 3 zu öffnen, wenn dahinter eine Ziege 
steht. Sonst würde er sofort verraten, wo das Auto 
steht. Also hat diese Variante andere Bedingungen 
als das Spiel mit nur einem Kandidaten, bei dem 
der Quizmaster immer eine Ziegentür auswählen 
kann. Wenn der Quizmaster also die Tür mit der Zie- 
ge öffnet, haben Anna und Boris gleiche Chancen, 
dass hinter der anfangs gewählten Tür das Auto 
steht. 

b) Mit der Argumentation wie in Aufgabe 5 mit 
300 Durchführungen ergibt sich: 

In etwa 200 Fällen steht hinter einer bestimmten 
Tür ein Auto. 

In etwa 200 Fällen wählt die Kandidatin daher eine 
Tür, hinter der ein Auto steht. Es wäre dann nicht 
günstig zu wechseln. 

In etwa 100 Fällen wählt die Kandidatin eine Tür, 
hinter der eine Ziege steht. Dann wäre es günstig 
zu wechseln. 

Insgesamt ist es also hier ungünstig zu wechseln. 
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Entsprechend kann man auch mit Wahrscheinlich- 
keiten argumentieren. 


4 Der Kandidat sollte wechseln. Die Wahrschein- 
lichkeit, dass sich das Auto hinter der von ihm 
gewählten Tür befindet, beträgt xe Da der Quiz- 
master 98 Türen geóffnet hat, betrágt die Wahr- 
scheinlichkeit = dass sich das Auto hinter der 
verbliebenen Tür befindet. Der Kandidat gewinnt 
also mit der Wahrscheinlichkeit p = 2 das Auto, 
wenn er die Tür wechselt. 


III Körper 


1 Projektionen 
Seiten ums mm nn a ee ee 


1 Die Eigenschaften (1) und (2) gelten auch für 
Zentralprojektionen. 


2 Die möglichen Bilder bei einer Parallelprojek- 
tion (Zentralprojektion) sind: 

a) Parallelogramm, Rechteck oder Strecke (Paralle- 
logramm, Raute) 

b) Parallelogramm, Raute, Quadrat oder Strecke 
(Parallelogramm, Raute, Rechteck, Quadrat) 

c) Parallelogramm, Raute, Quadrat oder Strecke 
(Parallelogramm, Raute, Rechteck) 

d) gleichschenkliges Trapez, unregelmäßiges Trapez 
oder Strecke (Trapez) 

e) gleichseitiges, gleichschenkliges oder unregel- 
mäßiges Dreieck oder Strecke (gleichschenkliges 
Dreieck) 


3 Individuelle Lösung, z.B.: 

Im Lehrtext war in einigen Fällen der Schatten der 

Postkarte ein Parallelogramm obwohl die Postkarte 
rechteckig ist. In diesen Fällen wurden rechte Win- 

kel nicht auf rechte Winkel abgebildet. 


4 a) Der Schnittpunkt der Strahlen sei S. Nach 
dem 2. Strahlensatz gilt 


BS _ BB' B'S _ ВВ' BS. B'S 

TS © ТТ bo Ts^ тг, daraus folgt +ç = т5 und 
{85 „15. 

somit ве = FS- 


Nach dem 1. Strahlensatz gilt E = = und А7 = АТ 


T TS? 
daraus folgt E = ze und Ri = R. Es ergibt sich 
TB АТ AT 


also Am Tg» woraus folgt Tp = ry. 

b) Wenn das Dreieck nicht parallel zu den Projek- 
tionsgeraden liegt, wird wegen der Eigenschaft (3) 
die Mittellinie (die Seitenhalbierende, der Schwer- 
punkt) des Dreiecks wieder auf die Mittellinie (die 
Seitenhalbierende, den Schwerpunkt) des Dreiecks 
abgebildet. 


5 а) Die Bildstrecke kann nicht länger als die Ori- 
ginalstrecke werden. 

b) Die Bildstrecke wird stets länger als die Original- 
strecke. 


2 Mehrtafelprojektionen 


1 


AL 


2 (Maßstab 1:2) 
а) 


b) 
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EE EE EE 


5 parallel zur: senkrecht zur 
Rissachse: Rissachse 


> 


(Maßstab 1:2) 


6 (Maßstab 1:2) 


a,b) ee 


122 ui Kórper 


1 
3 


a = 60°, k= 


1 
ke 


2 a)a-45 


3 Schrägbilder 


1 Maßstab 1:2 


3 Maßstab 1:2 


а) 


b 


b) a = 2-675 cm; d 


V2-4cm = 5,657cm 


b) Diagonale: d 


=6cm 


N 
эа) 


N 
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айс 
A 
Möglicher ... |... Grundriss | ... Aufriss | ... Seitenriss 
а) | 1410 | - | 40 
b | 5 | 8 | - 
o | ° | n | n ` 
EN _9 E 2 


5 а) Ansicht von vorn: 


je 


Ansicht von der Seite: 


Ansicht von der Seite: 
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Ansicht von der Seite: b) 


6 a) 


7 а) Fig. 3: Aus der Nut (in der Frontfläche) wird 
eine Erhöhung. Die Tiefenlinie der Nut wurde zu 
lang gezeichnet und dann, statt von unten mit dem 
linken Teil, von oben mit dem rechten Teil verbun- 
den. 

Fig. 4: Aus der eckigen Form im Hintergrund mit 
zwei ,Zinken" wurde im Vordergrund eine zylind- 
rische Form mit drei „Zinken“. Dabei wurden die 
Tiefenlinien der beiden Figuren ,miteinander ver- 
schmolzen". 

b) Fig. 3: 


Fig. 4: 


Es sind auch noch andere Figuren móglich, so kónn- 
ten z.B. bei Fig. 4 die drei Zylinder aus einem Quad- 
rat herausragen. 
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& Satz des Cavalieri f a=2/n?-h?=66m V=3a2h = 81,312m? 
A-lam = 2145т? O = 4A + a? = 129,36m? 
Seite 73 ` 
3 a) 
1 V-18cm-15cm-25cm = 6750cm? ; кызд ' 


2 a) V=nr?h = 2969cm? 
b) sina = i h=71cm = V = лг?һ = 391,9cm? 
с) h= к = V = лгһ = 3134ст? 


3 at v = bh 2 : 
b) 1: 50% 2: 25% 3: 25% 


4 Der Stapel enthält 6 Raummeter Holz. 


5 Die Volumen beider Quader sind gleich groß, 
denn die Größen ihrer Grundflächen sind identisch 
und sie haben die gleiche Höhe. Nach dem Satz des 
Cavalieri sind sie somit volumengleich. 

Vergleich der Volumen: 

h: Höhe des geraden Quaders 

Die Seitenflächen des (geraden) Quaders beste- 
hen aus zwei Quadraten (Seitenlänge a) und vier 
Rechtecken (Seitenlänge a, h), die des schiefen 
Quaders aus zwei Quadraten (Seitenlänge a), zwei 
Rechtecken (Seitenlängen a, h) und zwei Parallelo- 
grammen (Seitenlängen a, h). Die Flächeninhalte 
der Quadrate und der Rechtecke sind jeweils gleich 
groß. Ein Vergleich der Parallelogramme mit den 
Rechtecken mit 

h,: Höhe des Seitenparallelogramms zeigt: 
Aparallelogramm = h ` hç < a-h = А, da h, < a. 
Somit gilt: Die Oberfläche des schiefen Quaders ist 
kleiner als die des geraden Quaders. 


Maßstab 1:2 


5 Pyramide 


Seite 75 
1 а) V=11333,3cm? b) V= 1m? 


2 axe ? - h? = 48cm V=4a2h = 53,76 cm? 


A= 1а һ' = 17,76cm? O=4A + a2 = 94,08 cm? 
b) V = $a?h = 39191,04cm5; h' = Jh? + = 66,6cm 
Р 2 
А= Jah’ = 1438,56cm?; О = 4A + a? = 7620,48 cm? b) h' = Js? - Ẹ = 36cm (75cm) 
, = '= 2 (120cm?) 
ү=1 2һ = 81,2544m? h'= h? + 22 = 846m М = 2ah' = 21,6cm? ( 
еза n O = M + a? = 30,6cm? (184cm?) 


А = fah’ = 23,36 т2 0- eeh 123,9 т? 
V = Та? = 317520cm? 
О = ДА + a? = 37800 cm? 
е) V=$a?h=1854m? — lee = 88m 

= Jah’ =374т? O=4A + a? = 221,8m? 


с) h= h? - # = 33cm (= 63cm) 
= Äech = 9,8cm? (= 135,3cm?) 
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4 V-labh O=ab+ Ën rn 


а) V = 400cm?; О = 382cm? 
b) V = 90,72cm?; О = 143cm? 


38 ah - B un = 312m; 
0 = үа? +2 -За + З а = 66,3 т2 
b) v= E FE s 5074m; 


0 - EEN ECH = 400,5m? 


c) V= CN = nn - = 103,9 т? 
o = зү? - SR узг + 21852 
d) V = 4364,8 ст?; O = 1688,5 ст2 


- h?) = 1407m? 


6 a) v = azh- B n = 8119cm5; 


Do 

0- mas. За «Dat = 6683cm2 
WE re MINIM 
KÉ s -®.3а + a? = 5697ст? 
M 52 - È = 709 cm; 
De s? - 2.382 = 125,6ст? 

à у = Bar |? - 35 = 1404,40m3; 
o= Zaw + Ва = 923,2cm? 


7 а) D Alle sechs Pyramiden haben gleich große 
Grundflächen, die von den Seitenflächen des Wür- 
fels (Quadrate) gebildet werden. 

ii) Die vier Raumdiagonalen eines Würfels schnei- 
den sich in dessen Mittelpunkt. Der Mittelpunkt des 
Würfels ist gleich weit von den acht Ecken des Wür- 
fels entfernt. Daher sind die vier Seitenkanten der 
sechs Pyramiden jeweils gleich lang. 

Aus i) und ii) folgt, dass alle sechs Pyramiden iden- 
tisch sind. 

b) Für den Würfel gilt: V = ai. Für die Pyramide 
gilt: G = a? und h = 5. Es ergibt sich: 


1 
Vpyramide = $ 


2 
8 апе |е (2 = |52 - £ = 1473m 


b) V= jah = 2665541,4 m? = m = 7330238,71 
1 
©) W = V - зад 2 = 3123837 т?; 
dies entspricht 11,7% 
2 
d) M = 2a,|hà + = 80770,2m? 


9 gleiche Ergebnisse für die drei- und die vierseiti- 


ge Pyramide 
a) (1) neu: 2h (2) neu: z 
(3) neu: т (4) neu: n-h G 
b) (1) neu: da (2) neu: Ki za 
(8) neu: = E 5, (4) neu: Vna 
10 h 72a: 
v= 38.2 за = (За? 
o = үа? + h2.3a +— 3B 
Eo + да? -3a + 313, 
-Baga 38.3 38 +W)a 


h=na: 
у= 313 а2.па „Зз 
und en 


o= ša +n2a2.3a +? 


1 v-Zg 


383. BELGE + V3)a? 


О=2\у3а? 


12 
V = (10m-10m-4m) - $(10m-10m-4m) = 266,6m® 


13 Zu jedem n-Eck lässt sich ein flächeninhaltsglei- 
ches Dreieck finden. Dies ist für beide Körper im 
jeweils gleichen Abstand zur Grundfläche möglich. 
Damit ist die Voraussetzung für den Satz des Cava- 
lieri erfüllt und beide Körper sind volumengleich, 
denn sie stimmen in den Größen ihrer Grundflä- 
che, den Längen ihrer Höhe und den Größen der 
Schnittflächen im jeweils gleichen Abstand parallel 
zur Grundfläche überein. 


6 Kegel 


pop ———————Ó— € 
1 V, = блат? «6702 cmi; V, = 8ncm? = 25Л3ст? 
V; = Влст? = 25/3 стз; v, = É 
Vs = 24cm? = 75,40 ст; Mea У, 


ст? = 653ст?; 


2 а) V=1,21m? М = 835m? О = 16,4 т2 
b) V =565cm? М = 63,2cm? 0 = 91,5cm? 
c) V=339cm? М = 278 ст2 O = 533cm? 
d) V=2111cm? М = 695cm? O = 1148 cm? 
e) V=2815cm? М = 962ст2 O = 1766ст2 
f) V=5,03cm? М = 18,96ст2 О = 20,97cm? 
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3 а) г= ү52-һ2 = 9ст У = 3393 cm? 


М = 1159 cm? 0 = 1414cm? 

b) h= ү52- r? = 28,8ст У = 20388 ст? 

М = 3169 ст2 O = 5293 cm? 

©) h=2%=9cm s = Vh? + ? = 12,0ст 

M= 303cm? О = 504cm? 

d) r = Vs? - h2 = 5cm V = 34cm? 

M = 204cm2 0 = 283cm2 

e) r= {= 5,0cm h = Ys? - г? = 56cm 

V = 146cm? 0 = 196cm? 

9 r= М. =5,625cm h = Ys? - 2 = 31cm 

V = 101cm? 0 = 212cm? 

g) r= (27 = 10,9cm s = Vh? + ? = 228cm 

М = 782cm? О = 1157cm? 

н) г= 9-M. 5,5ст s-M 74cm 

h = Vs? - г? = 5,0cm V = 157cm? 
LEES 

A a)M=ns Ir = лар 50cm? 


(67cm?; 101cm?; 151cm?) 
b) V= Arms? = r? = 32,45 cm? 
(56,17 cm3; 116,08 cm}; 199,49 cm?) 


5 а) M=12ncm? = 37,70cm?; r = 2cm; 
h = 4V2 cm = 5,66cm; V = Snv2cm? = 23,70 cm? 
b) Mantelfläche vervierfacht sich, Kegelradius 


verdoppelt sich, Höhe verdoppelt sich, Volumen ver- 


achtfacht sich. 
c) Mantelfläche halbiert sich, Radius halbiert sich, 
Höhe nimmt leicht zu von V32cm = 5,66cm auf 


V35 cm = 5,92cm. 
Volumen sinkt auf in V35 cm? = 620 cm?, 


also auf ca. ein Viertel des Vorwertes. 

d) Mantelfläche verdoppelt sich, Radius bleibt 
unverändert, Höhe verdoppelt sich etwa, Volumen 
nimmt auf mehr als das Doppelte zu. 


Seite 9 — 
6 a) V-inrhs362m? 

b) M = гур + г2л = 4872m? 

= Die Belegung kostet etwa 13885 €. 
7 Linker Körper: V = Ind? = 8381 
Oberfläche ohne Deckfläche (offen): 
лал + 15] = 1959,12cm? 

Oberfläche mit Deckfläche (geschlossen): 
nd25 * = 2273,28cm? 
Mittlerer Kórper: V - (3 + Za = 28/91 
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Oberfläche ohne Deckfläche (offen): 
d^Y17(3 + 2) = 6243,04cm? 

Oberfläche mit Deckfläche (geschlossen): 
(3 +2. + V17 + 3/17) = 7757,20cm? 
Rechter Körper: V = 2,4d? = 19,21 
Oberfläche ohne Deckfläche (offen): 
d2(6,95 + 0,15V349) = 3900,89 cm? 
Oberfläche mit Deckfläche (geschlossen): 
d2(8,45 + 0,15 349) = 4500,89 cm? 


8 a) Es ist noch ein Achtel, also 12,5%, gefüllt. 

b) Die Höhe ist um den Faktor Wu auf са. 77cm 
abgesunken. 

с) Die Hóhe hat auf die Hálfte, also 4,85 cm, abge- 
nommen. 

d) Der Rauminhalthat um den Faktor + = abgenom- 
men, also sind noch ca. 35,36% des Rauminhalts 
des Glases gefüllt. 

e) Die Нбһе hat um den Faktor d abgenommen, 
sie beträgt noch ca. 6,86 cm. 


9 а) Kegelstumpf: V = Analog + rir + 05); 
O-ns(n*r) +л(г} + r3) 

Oktaeder: V = as, 0 = 2/3 

b) V = 9V2 cm? = 12,73 стз; 

O = 18/3 cm? = 31,18cm? 

c) Kegelstumpf: Der Kegelstumpf entsteht durch 
Abtrennen eines kleinen Kegels von einem großen 
Kegel. Für die Herleitung des Rauminhalts verwen- 
der m man) CR Beziehungen: 


02 ‚== т. (Strahlensatz) ипа 

(2) E = 8- (n 15) (02 + rr + 2) 
(Ausmultiplizieren). 

Damit: 


Vkegelstumpt > Зл - ihn 
š Lin? -$hnü 0 
"pac 
x be (n - ra (rF + пг; + 2) 0) 
TE №) (0 + rr, + r2) a) 


= inh (r? + rara + г?) 
Für die Herleitung der Formel für die Mantelfläche 
A ©) 


braucht man noch: | = 
$ ^ 


Mkegelstumpt = T1451 7 J(r2S2 = л nz 292 -nns (3) 


m ЕНУШЕ 
= л (т rż) =n 5 SO rj)(r, + r>) 
= (s, - S2) (r4 + r3) = л5(г + r3) 


Oktaeder: Der Oktaeder ist aus zwei quadratischen 
Pyramiden zusammengesetzt. 


1 X2 EH gët 
Ven 2 leg de - [Za] ) - 2af = Zas 


1. Ë: 
Ooktaeder = sa Bal = 23а? 


10 Bei Drehung um a entsteht ein Kegel mit 
г=а undh=a. 


i WEE 
Es ist У=з-а?-л-а=з-л-а 


Bei Drehung um c entsteht ein Doppelkegel, der 


ee E 7 
aus zwei identischen Kegeln тїї г = Je P (9) 


ипа h=5 besteht. 
Es ist V=2- i л. le D < JE -$= S-n-|a2 - ($) 


11 Nach dem Satz des Cavalieri sind die Volumen 
beider Körper gleich. Die Größen ihrer Grundflächen 
sind gleich, die Größen ihrer Mantelflächen sind 
unterschiedlich. Verschiebt man die Spitze des ge- 
raden Kegels parallel zur Grundfläche so, dass ein 
schiefer Kegel entsteht, so ist dessen Mantelfläche 
größer als die des geraden Kegels. 


7 Kugel 
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1 а) V = 1767cm? 0 = 707cm? 
b) r = 15,0cm V = 14126cm? 
c) V = 5,88m? 0 = 15,8m? 
d)r=3,0m 0 = 113m? 

e) V = 8181cm? О = 1963 cm? 
f) r=0,40m V = 0,266 m? 
g) r = 1,86m О = 43,5m? 
h) V=7,8cm O = 7677cm? 


2 О= Фл = 4072 т> 


3 а= 14,2ст; 0 = 633,7cm? 


A 1. Körper: x = 5396 53 cm? = 1150,35 cm3 
2. Körper: r = — = 1957m; V = 31,42 m? 

3. Körper: r = М V = 1668,70 cm? 

4. Körper: V = Ina? = 1954,32cm? 


5. Körper: г = Үл = 631cm; V = 1051,31cm? 


5 ai V=nr2h + л = n her 

О = лг + 2лгһ + 2n? = 3n? + 2nrh 
b) V= in?h + лү = nh + 21) 

О = лгун +r? +2лг? 

= 1.4.3.13 = 2, 
[9] Voy r sn 
О=1-4лг?+г?-л = 2л12 + 2-л = Зл 
d) У= 1л(За)? + аз 
0= SÉ, set, 2: Ana? + Ina)? 
3 


2 
zina 


= laa? 
gna 


= 137 


6 а) Radius verdoppelt sich. 
b) Radius erhöht sich um Faktor y2. 
с) Radius erhöht sich um Faktor V2. 


7 О=3лг + 2лгһ 
8 V=523,6cm? 


а) т = 1,5 ке 
c) т = 0,26kg 


b) т = 101kg 
d) т = 21g 


9 а) V = 3846,2ст? = d = 19,44ст 
b) V = 0,885 ст? = а = 119ст 


N q = - 
10 a) У = 1000- Aën - Aën (10d) = x? 
=> х= 104 
b) Opr = 1000027; Oneu = (10d? = 9: = 10 
Die kleinen Kugeln ec 40-mal mehr Öberfläche 
als die große. 


11 a) r= 6366km 
c) V = 11-102 km? 


b) O = 5,1-108km? 


12 V = 0,065 cm? (302400 Tropfen pro Woche) 
= etwa 19,81 gehen verloren 


EIDCD——————————— Bá 


13 a) V = їл = nr2h, = Inr2h, 

= h,=2 36 h. 4r 

b) O- 4?n = 2rn + 2nrh, = лгүһ +12 +n 
= h, = r; h, = dër 


d d 
14 d, = 05cm; d, = 1m; V=% Dh 
== 8,3-10°8 


15 Individuelle Lösung. Vorgehensweise: 

- Länge und Radius des zylinderförmigen Tropfens 
bestimmen. 

- Das Volumen des Pfropfens und das der Seifen- 
blasenhaut sind gleich. 
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- Durchmesser der Seifenblase experimentell er- 
mitteln 

- Volumen der „nicht hohlen“ Seifenblase errechnen. 

- Differenz aus Volumen „nicht hohle" Seifenblase 
und Volumen Tropfen = Volumen Hohlraum in 
der Seifenblase. 

- Radius des Hohlraums errechnen 

- Differenz aus Radius Seifenblase und Radius 
Hohlraum = Dicke der Seifenblasenhaut. 

16 а) V= 3n - лг? = 3n( - г) 

b) V= n[G - (r, - 4] = 3n(3r2d - 37,02 + d?) 


= ала(е -rd +10) 


9r, 
vernachlässigt werden 
= М = Arnd 


d) Vnsherung = 628,3 cm? 
Fehler: + 5,18% 


Vexakt = 597,4 cm? 


17 а) V = ул? = 41051,6 mm? = 41,1cm? 


Vkem = 22066,6mm?; Vummantelung = 13494,8 тт; 
Vschaie = 5490,2 mm? 

= Kern: = 53,8%; Ummantelung: = 32,9%; 
Schale: = 13,3%; 

b) Mkem = 11g = Dichte = 0, 5. 


18 a) 2nP:10096 = nes = x = 66,6% 


= Es bleiben 33,3% leer. 
b) Okuge = 427%; Муде = 4127 
= Die Flächeninhalte sind gleich groß. 


1 4625202: 

19 а) r4 = ya аим. = 77а = та 

4 aa 
Так. 3553774 

„a 

b) Nau = a? Vor. = 6а? 

2 У, 
Мам = + a? Мак. 7 247 аз 
Ogcw, = ба KÉ =ла 
Ону. = За Du = за 
c) Му = da? Oy= Zei 

n n 

ES 168° Ok; = za 


8 Näherungsverfahren von Archimedes zur 
Bestimmung von л 
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1 а) Ein n-Eck wird іп п gleichschenklige Dreiecke 
mit Scheitel M und r =1 als Schenkel unterteilt. In 
Fig. 2 auf Seite 84 des Schülerbuches ist eins dieser 
n Dreiecke das Dreieck MBA. Durch die Winkelhal- 
bierenden in allen n Dreiecken entsteht ein 2n-Eck. 
Die Winkelhalbierende in MBA steht senkrecht auf 
der Basis. In den entstehenden rechtwinkligen Drei- 
ecken DMB und DBC kann der Satz des Pythagoras 
angewandt werden. 

(1) Im Dreieck ОВС ist s,, die Hypothenuse, CD 
und > sind die Katheten, also 2, = CD? + EN 

(2) Im Dreieck DMB ist die Hypothenuse 

MB = r = 1, die Katheten sind 2 und 

MC - CD - 1 - CD, also 1-(1- CD). + (2. 


b) 1- (1 - CDP + (8) -1-200 + Сог + (2), 


also CD? - 2CD + [zY =0 


Die Lösungen dieser quadratischen Gleichung erge- 
ben sich mithilfe der pq-Formeln zu 


8-1 h- GF und CD -1- 1 - (2. 
Die Lösung Сб=1+ү1- E wird verworfen, da 


CD nicht größer als 1 sein kann (CD < r = 1). 
Somit gilt CD=1- {-®. 
EUR 5-87] GT 
ges VE AR EECH 
=2- ү DP =2-\й%-51 


Wegen s,„ > 0 ergibt sich s;, = y2 - V4 - 32. 


2 а) Formeln für Excel, siehe unten 


-B2°2)) 


/2)  |-А5'В5 
| -WURZEL2-WURZEL(4- В5^2)) =А6°В6 
| "WURZEL(2-WURZEL(4-B6°2)) | "AT'B7 
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[р sje 
Sn o o w NnS n 
| =B2/WURZEL/(1-B2"2/4) | -a202 

© | =B3/WURZEL/(1-B3"2/4) - =A3D3 — 
| -BA/WURZEL/(I-BA^2/4) Т. Am O 
-BS/WURZEL/(T-B5/2/4) "asp u 


=B7/WURZEL/(1-B7"2/4) 


| =B6/WURZEL/(1-B6'2/4) _ ырс 


| [s U, 
6n 6 11154700538 |6,928203230 
0,517 638 0902/6,211657082 0,535 898 3849/6430 780618 
0,2610523844/6,265257227 0,26330499526,319319 884 
[0,130 806 258 5/6,278700406 10131 0869256 16,292172 430 
96 10,065 438165 66,282 063902 100654732208 6,285 429199 
192 |0,032723 4633/6,282904945 100327278443 6,283746100 
38410,016 362 279 2/6,283115 216 6,283325 494 
768 0,008 1812081 |6,283167784 [0,008181 2765 |6,283220 0353 


c) Ab dem 96-Eck erhält man n auf zwei Stellen 
genau, ab dem 1536-Eck auf vier Stellen genau. Für 
eine Genauigkeit von acht Stellen reicht die Re- 
chenleistung des GTR nicht aus. 


3 Bei n- 4 gilt für den Innenwinkel des Vierecks 
а = 90°. Es ist s, = Vr? + 7. Da r = 1, gilt 
Det 

Ei 
1,414 213 562 4 12,828 4271247 2,00000000004,0000000000 
|0765 3668647 |3,061467 458 9/0828 4271247 |3,313708 4990 
16 |0,3901806440|3,1214451523 |0,3978247348 |3;182 5978781 
0,196 034 2807 |3,136 548 4904 0,196 982 806 7 [31517249074 
0,098135 34873140 3311570 |0,098253 699 53144118 3852 
0,049 097244 2 3142223299 
0,024 544924 33,141 7503692 


0,049 082457 0|3,1412772509 


256 0,024 543.076 6 3,1415138011 


Die Näherung ist auf drei Stellen nach dem Komma 
genau. 


4 а) n-3 = 046159; etwa 4,507% Abweichung 
b) n- (sr = -0,01890; etwa - 0,602% Abweichung 
9 n - [3 + 2] = -0,00126; etwa -0,040% Abwei- 
chung 

n-(3+ up zi ‚00075; etwa 0,02496 Abweichung 
d) n - (3 + 27.) = -0,00007; etwa -0,002% Abwei- 
chung 
е) n - VTO = -0,02069; etwa -0,65896 Abweichung 


f) n - (18 + 11,8) = - 0,00005; etwa -0,00296 Ab- 
weichung 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 


1 a Fig.1: ERU Zm = 2125 т? 
493 


Fig. 2: v- pam taa 


b) Fig. 1: у= -(1,5a-a)- 25a +4-4 -(1,5a-a)-a 
ET 
Fig. 2: Te -5a + $na? RED 290. = ла? 
c) Fig. 1: а=} “= 156т 
Fig.2: a = үз. = 82,32ст 
d) Fig. 1: 
0 -15a-25a + (075a) + à? -25a-2 
24523) + 2-1-2-2417 
= [n5 + 5]: = 12,96m? 
Fig. 2: 


o = ла? + nein +2-a-5a 
+л-а-үБа?-2 EI 2а? 
= (ntn + /5)+ то] = 45,50 m? 


2 а) Vg: Va Viegai = P: Inr: In =1:3:4 
= 3:2:1 
b) Ozy:Opk:Okageı = 4лг?:3лг?:(1 + Ү2)лг? 
= 4:3:(1 + VZ) = 4:3:2,41 
©) Vzyı:Vkugei:VKogei = 2nP:inrn r= 2:4:3 
=3:2:1 


3 ai Radius V80 m = 8,94m 

Mittelpunktswinkel o = 180° - 2-(ап-1(3) = 126,87° 
G = 16m? + 807-3575 m? = 104,57m? 

V=G-h = 4183 m? 

b) U = 12m + 2180 3c m + V80 m = 40,75m 

M = U-h = 1630m? 

©) 20375m?-375€ = 764062,50€ 


4 a) у= 3132157 а 2 = 41,6cm? 


0-384 * Meer = 96,6cm? 


b) V = ath = 52814cm? 


0- збы + 3ayfh? + 2a? = 9054cm? 
9v- S = h?)h = 3897 ст? 


o = 3124052 - һә) + 3 2 - hš P = 1658cm? 
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5 a) 


Az, рор 


AT 
Es 


a7 a 


Sr 


b) Die Oberfläche des Körpers besteht aus sechs - 
jeweils kongruenten - Quadraten, aus 12 - jeweils 
kongruenten - Rechtecken und aus acht - jeweils 
kongruenten - gleichseitigen Dreiecken. 

Die Seitenlängen der Quadrate betragen i der 
Kantenlänge a des Ausgangswürfels, in diesem Fall 
also 2cm. Damit haben die Quadrate einen Fláchen- 
inhalt von 4cm?. 

Die Seitenlängen der Rechtecke betragen $ und №8. 
in diesem Fall also 2cm und 2:12 cm? = 2,828 cm. 
Damit haben die Rechtecke einen Flächeninhalt 
von 4-V2cm? = 5,657cm? Die Seitenlängen der 


gleichseitigen Dreiecke betragen ү in diesem Fall 
also 2-V2 ст = 2,828cm. 
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Damit haben die gleichseitigen Dreiecke einen 


Flächeninhalt von B = 2.13 cm? = 3464cm?, 


6 а) Zen - (a2 - n) jp у” 
Te ER: 
ee e 


Die Höhe h, muss etwa das 0,21-fache der 
Ursprungshöhe h betragen. 


ET Yh-h)— 


= h,= STE 0,21h 


Dh 


b) Ih = = 


Die Höhe h, muss etwa das 0,21-fache der 
Ursprungshöhe h betragen. 


7 a) V = 208,9 cm}; O = 205,3 cm? 
b) V = 1021cm}; 0 = 604,8cm? 
c) V = 3775cm?; 0 = 323,3cm2 
d) V = 1493,3 cm}; 0 = 890,7cm2 


8 s=Vh2+(r,-r,2=5cm 
= M = s(r, + г,)л = 110cm?; 0 = 201cm2 


9 a)Die Figur kann nicht der Würfelschatten sein, 
denn der Würfel hat nur quadratische Seitenflä- 
chen, keine rechteckigen. 

b) Die Figur kann nicht der Würfelschatten sein, 
denn egal wie der Würfel gehalten wird, im Schat- 
ten kann es nur drei sichtbare Kanten geben, und 
nicht vier wie in der Figur. 

c) Die Figur kann nicht der Würfelschatten sein, 
denn parallele Würfelkanten sind nicht parallel ab- 
gebildet. 

d) Diese Figur ist ein Würfelschatten, wobei die 
Raumdiagonale des Würfels senkrecht zur Projek- 
tionsebene und parallel zu den Projektionsstrahlen 
liegt. 


10 a) Der Körper ist ein Kegelstumpf. 

b) Der Körper ist ein Keilstumpf. 

c) Der Körper ist ein Kegelstumpf mit aufgesetztem 
Zylinder. 

d) Der Körper ist ein Keilstumpf mit aufgesetztem 
Quader. 


Tl à V=3h(2 + d + гг) = 23h - Sh(d + nn) 


i. n-ny 
О=лг} Ma SH + hint г) + nr, | +h? 


b) V = 635,5 cm3; 0 = 597,7cm? 
c) V= inm 

12 a) V = 572,2 т2; 0 = 333,3m? 
b) r = 1,056ст; V = 4,93 cm? 

c) r = 4,34т; 0 = 237m? 

d) r = 0,578 т; V = 0,81m? 

e) r = 15,5cm; 0 = 3022,5 cm? 


13 a) V -$nrr- $n Ve 7 алт? - in = ёли 


b) V- nP Vg = ал? - 418 = Злі 
© у= 373 + n = ди EE 
9 v-(z) -B= Jonn Vk = a?h - +а2һ = 2а?һ 
е) у= та?һ = а?һ - a2h = 3a2h 


14 a) V = Bazh = а= ү. = 7,60ст 
M = 273,6cm?; О = 323,6 cm? 

b) V = Äer = A EZ 8,66cm 

М = 221cm?; О = 296cm? 

с) М= лг2һ = г ES 2,82cm 

М = 212,6cm?; О = 262,6cm? 

d) V=-4nrh == r= ү =49cm 

M = 1991cm?; О = 274,2cm? 


15 V = лг2һ = 13823cm? 

b) V = nr2s-sina = 86370cm? 

16 Deeg = 60т?; Ок = 4,84M?; Оре > Okugel 
17 а) V-iPn- nrh, = ўла 

= ER h, = ár 

b) О = An = 2? n 2nrh, = nh] +12 + 2л 

= h, = r; h, = dër 


Seite:S9 amc een no een 
18 а) у= 3л(12 - 
=> т = 91585 


- dj) = 115,9cm? 


Vwasser 5 313 = 524ст? = m = 524g 

=> Die Kugel schwimmt nicht. 

b) m-$n(i-( n, - dP)-79255 8 s= Ind. E 
= d = 012cm 


19 a) а= e = V=2rh 
b) V=4-r2h-4= Zh 
= Die Pyramide | ist viermal so groß wie die in a). 


20 V = 81,84dm? = m = 2865kg 
(für hohle Pyramide) 
V=87dm? = т = 305 ке (für massive Pyramide) 


21 v- 8. E 1G(h +h) - 36h 


22 a) V= ла (2+ 3а + за) = Ana? 
O-na(/2a) + 2na-3a +2na?=na2lV2 +8) 
b) a = 25cm 
23 Der Drehkórper links ist ein Kegelstumpf mit 
ausgeschnittenem Kegel. 
V= SQ sy +2s2 +52]n - ле? = 2л52һ 
O = 3nsVs? + 452 + 4352 + nsVs? + 452 
= 4л52ү5 + Ans? 


Der Drehkörper rechts ist ein Kegelstumpf mit auf- 
gesetztem Kegel. 


V= 125[(35)° + 125? + (45)2]л + (45)2лѕ = 12753 
О = 5752л + 45л55 + 3s?n = (29 + элг 


24 а) Vui = 
5 3 = 1na? 
Vkugein = 37 er. п = ёла 
Dunn = 6a? 
2 
Okugen = 47 (7+ п = лпа? 
Ы) Das Volumen hängt nicht von п ab. 


25 Setzt man die Teilkörper anders zusammen, so 
erhält man einen Zylinder mit 8cm Höhe und einem 
Radius von 2cm (siehe Skizze). 

V = nr?h = n(2cm)? - 8cm = 100,5cm? 

О = 2nr(h + r) = 21: 2cm - 10cm = 1257cm? 


бст 


8ст 
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IV Trigonometrische Funktionen 


1 Periodische Vorgänge 


Seite 99 


1 а) nein: Die Amplitude ist monoton fallend. 
b) ja: Periode 1 Jahr 
c) ja: Ebbe und Flut wechseln sich regelmäßig ab. 


2 a) P braucht eine Zeiteinheit pro Quadratseite. 


b)x— x+4; x— s+8; x— x + 12 
c) Die Periode wird gedrittelt. 


Er benötigt eine Zeiteinheit pro Dreiecksseite. 
b) drei Zeiteiheiten. 


d 


Der Punkt benötigt eine Zeiteinheit für die kurze 


und zwei Zeiteinheiten für die lange Seite. Die dar- 
gestellte Funktion ist periodisch mit der Perioden- 


länge 3 Zeiteinheiten. 


Grafik zu Aufgabe 1, Seite 102 


4 а) konstante Geschwindigkeit 
b) 


_Periodenlänge: 4 


1 
kott 
| 


5 Periodenlänge: 505 


6 Individuelle Lösung 


2 Sinusfunktion und Kosinusfunktion 


Seite 102 


1 а), b), с) siehe Grafik unten 


2 
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3 а) 0,26 Ы) -0,5 


с) 0,42 d) 0,57 


04 = 6° | = 78° |= 107° |= 224° = 186° = 114° = 53° |= 270° 
сә |= 174° = 2829 = 253°|= 316° = 354°= 246° = 127° 


5 а) 1/3 b)-1V3 
e) -3 9-2 


6 а) 444°, 135,6° 
с) 219,8°; 320,2° 
е) 253,3°; 286,7° 
g) 13,3°; 166,7° 


7 а) 241,6°; 298,4° 
с) 39,2°; 140,8° 
е) 60,1°; 119,9° 
g) 13,6°; 166,4° 
i) 793°; 280,7° 


8 а) о, = 10°; a, = 170° 
c) œ = 150°; о, = 210° 
е) a, = 85°; a, = 95° 


9 а) 90° <о < 180° 
С) 150° <a < 270° 


9-i d) -4V2 
952 №3 


b) 45,6°; 314,4° 
d) 101,5° 258,5° 
f) 163,3°; 196,7° 
h) 50,4°; 309,6° 


b) 64,2*; 295,8° 
d) 973°; 262,7° 
f) 216,9°; 323,1° 
h) 100,7°; 259,3° 


b) o = 20°; о, = 340° 
d) o = 120°; о, = 240° 
f) о, = 339°; о, = 201° 


b) 270° < х < 360° 
d) 0° < a < 60° 


10 а) о; = 45°; о; = 225° b) a, = 135°; a, = 315° 


11 c0517° = /1 - 0,292 = 0,96; 
sin 25° = Л - 0,97 = 0,41; 
sin140° = Л - 0,77? = 0,64; 

cos 240° = - V! - 0,87? = - 0,49; 
cos 320° = Л - 0,642 = 0,77; 

cos 415? = ҮЛ - 0,822 = 0,57; 

sin 550° = - 1 - 0,982 = -0,2; 
cos (-40)° = V1 - 0,642 = 0,77; 
sin (-455°) = -1 - 0,09? = -1,00 
Es gilt: sin?(o) + cos? (a) = 1. 


12 a) Aus sina + cosa = 2 folgt wegen 
Isinx| <1 und Icosx| s 1: sina = cosa = 1. 
sina = 1 == a = 90° + k-360*; (k € Z) 
cosa = 1 = o = п:360°%; (n € Z) 

Wegen 90° + k-360° + n-360° für alle k, n 
gilt immer: sina + cosa * 2. 

b) Es folgt aus sina-cosa = 1: sina = cosa = + 1. 
sina = + 1 wenn a = 90° + k-180*; (кє Z) 
cosa = + 1 wenn o = n-180*; (n € Z) 
Wegen 90° + k-180? + n-360° für alle k, n 
gilt immer: sina-cosa * 1 


13 a) (sina + cosa)? = sin?a + 2sinacosa + cos?a 
=1+2sinacosa 
wegen sin?a + cos?a = 1 
b) sinta - costa = (ѕіп20 + соѕ20) (sin?a - cosa) 
= sin?a - cos?a 


14 a) sin(90° - x) = cosx 

x = а + 45° = sin(45° - a) = cos(45° + a) 
cos (90° - x) = sinx 

x = о + 45? = cos(45° - a) = sin (45° + o) 


3 Sinussatz 


Bette [i 
sin(B) 


1 oya 180° - (о + B) = 74°; b = mA 9* 6,3cm; 
= sin (o) as SCH іп (о) 

bi y= 180° - (о + B) = 8045; а = sn P z43cm; 

с= EH = 99cm 

©) y = 180° - (0+ B) = 795; a = erc = 3,2cm; 

b= Be = 3,8cm 

d) B = 180° - (a + ү) = 31%; a = Sag b = 21,5km; 
= 10-6 =19,8km 
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2 а) sin(o) = 2 *sin(B) - 8. sin (77°), also 
& = 36,0°; y = 180° - (о + В) = 67,0°; 
= Sn) 
BET] *b = 55cm 
b) sin(y) = S.sin (o) = =-sin(124°), also 
ү = 25,6°; g- 180° - (i4 + y) = 30,49; 
sin(ß) Ы 
b= sna a = 2,8cm G 
c) sin(y) = Е -sin (B) = 231 Sin (35°), also 
ү = 22,5°; о = 180° - (В + y) = 122,55; 
sin(o) | _ 
= sin P = 340cm m 
d) sin(o) = $-sin (B) = 27-sin(95*; also 
о = 20,95; y = 180? - (о + В) = 64,1°; 


sin() 
sin) -b = 60cm 


c= 


3 a) sin(y) = $- sin (o) "37 2.sin(26°) = 0,7345..., 
also y, = 473° oder y; - 180- ү, = 132,7° 

B, = 180° - (o + y4) = 106,7° 

B> = 180° - (о + ү) = 213° 


b, = Eus -a = 81cm; b; = TO. "а = 31cm 
C 
с = 
л B 
c 
b) sin(o) = p`sin(8) = = 12 sin(18*) = 7 0,5630..., also 


04 = 343^ wt о or 04 = 145,7° 
үз = 180° - (o, + B) = 127,7° 
Y2 = 180° - (о, + B) = 16,3° 


sin(y) | _ 
= эп P = 11,5ст 


іп (уз) 
С sn) 


*b = 41cm 
c 


Maßstab 1:2 


$2. sin (30°) = 


c) sin(B) = = b.sin(y) = 
0,7948..., P В, = se oder 
B> = 180° - В, = 127,4° 

©, = 180° - (B, + y) = 974° 

© = 180° - (B; + ү) = 22,6° 
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sin (%) 


atmo 7 * 77ст 
_ sin(&) d 
az = п) © * 3,0cm 
А b => с 
c В; 
Bi 


d) sin(y) = S-sin (o) = 2 sin(159) = 0,5117..., 
also ү; = 30,8° oder ү, = 180° - ү, = 149,2° 
В, = 180° - (0 + y) = 134,2° 
B> = 180° - (о + y;) = 15,8° 

Le sin (B) 
b, = Sin a ^ 122cm 
sin (B2) 
sin) ^ 


b, = а = 46cm 


Maßstab 1:2 
C 


4 a) sin(ß) = 5 a'sin(o) = 3 3-sin(45°) = 1,1785... > 1 
Da sin (B) nicht größer als 2 sein kann, existiert kein 
Dreieck mit den gegebenen Größen. Der Kreis um 
С mit dem Radius a = 3cm schneidet den freien 
Schenkel von « nicht. 

с 


А 
с 


b) sin(y) = = 5. іп(о)) = == 5. іп (40°) = 0,7856.. 
also y, = 51, 8° oder ai = 180°- ү, = zx 
B, = 180° - (e: + y) = 88,2° 
B; = 180° - (о + y>) = 11,8° 


Sin(B) 
b, = Fin)" è * 70cm 


КЕШ] 
2 sin(a) 
Es existieren genau zwei Dreiecke mit den gegebe- 
nen Größen. Der Kreis um B mit dem Radius 
а = 45cm schneidet den freien Schenkel von « in 


"а = 14cm 


zwei Punkten С, und C Die Dreiecke АВС,, und 
ABC, erfüllen die gegebenen Bedingungen. 
с 


Q 


Ze 


A с B 
©) sin(y) = £-sin(ß) = -sin (30°) = 1; 
also y = 90° 

о = 180? - (В + y) = 60° 


- 39. c = c-sin(o) = 5,2cm 


Es existiert genau ein Dreieck mit den gege- 
benen Größen. Der Kreis um A mit dem Radius 

b = 3cm berührt den freien Schenkel von В in C. 
Das rechtwinklige Dreieck ABC erfüllt die gegebe- 
nen Bedingungen. 


A B 


d) sin(y) = e -sin (B) = sino» = 12>1 

Da sin (y) nicht größer ec? sein kann, existiert kein 
Dreieck mit den gegebenen Größen. Der Kreis um 
A mit dem Radius b = 2,5cm schneidet den freien 
Schenkel von ß nicht. 


b  sin(p) 
5 = 90°: а sin90) ^ sin (B), 


b sin(B) _ _sin(@) ^ sin) _ 
© gei "` snoop) 7 cost) nO, 


зїп (о) 
* B^ singos 7 Sin (o), 
a _ зп __ ып) _ зіп(о) _ 
sing) sin(90°- ai cos (0) 


c 
Б^ Z4 = sin (y) = sin (90° - о) = cos(o) 


с 
£= M = sin (y) = sin (90° - B) = cos (B) 
ß 


a sin (a) 
` c 5іп(90°) 
) 


" 

`° 

° 
ы 


= sin (a), 


= sin (B) = sin (90* - o) = cos (o) 


_sin(o) _ ып)  sin(o) _ 

sin) sin(900-o) cos) | tan(o) 

Die Seitenverháltnisse geben jeweils den Sinus-, 
Kosinus- und Tangenswert eines der spitzen Drei- 


eckswinkel an. 


sw сс < 
" 
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6 ai S gail b. sin(180° - (о + y) 
€ sin()' с sin) 1 
b _ sin(180° - («+ y)) 
з sno — 
"ES osi ata _ sin(180°- (B + y) 
e sin(y)' с, sin(y;) H 
a, + az sin(180* - (B + y) 
A ССО 
„SW ato sin(180° - (& + В)) 
d == Sne' a "` sin (o) , 
c, +c _ sin(180° - (o + B)) 
[CN 
d) ма _ Sn) b. sin(180* - (a + y)) 
a sin(a)’ a, sin (a) * 
b _ sin(180° - (c, + y) 
we sin(y) 


7 а) y= 180° - (о + В) = 64° (= B, gleichschenkli- 
ges Dreieck ABC) 
04 = oç = ® = 26°; 4 АЕВ = 180° - (% + В) = 90° 
(w, ist Mittelsenkrechte von BC) 
sin (90°) 55cm _ 
= in ` Wa = geiert ~ 6191 


_a_ sn) sin (26°) 
a> = 2 = sni WaT nG -5,5cm = 2,7cm und da- 


mit a = 2a; = 5,4cm, b = c = 61cm 

b) Hinweis: Für die vollständige Berechnung des 
Dreiecks ist der Kosinussatz erforderlich. 

Mit б= CN folet. 


sin (8) = — 2-sin(o) = 


dS sin (105°), also ӧ = 45,5? 


(ӧ = rä Š aii als mógliche Lósung, 
weil o + ë” > 180?) 
ү = 180° - (о - 8) = 29,5? 


DEER ES = 33cm, also c = 2c, = 66cm 


а = yb? +  - 2bc-cos(o) = 91cm 
sin(B) = Ž. sin(180° - 8) = 0,5076..., also B = 30,5° 
ү = 180° - (x + B) = 44,5 


a _ sin(a) _ зїп (о) sin(o) 


С = SnG) ^ sin(80*-2a) ^ sino); da die 
Sinuswerte von 2e und 180° - 20 übereinstimmen. 


9 a)Für den Flácheninhalt A eines Dreiecks ABC 
gilt A = a-h, = 3b-h, Äech, 
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Wegen sin (o) = ™ (A ABE), sin (B) = (AFBC) 


h, 
und sin(y) = > (AADC) folgt h, = с-ѕіп (о), 
h, = a-sin(B) und h, = b-sin(y). 
Durch Einsetzen ergibt sich 


А = Заб: sp = 20" sin(o) = fca- sin (В). 


b) Aus A= Jab-sin(y) ergibt sich für b =a und 
y = 180* - 20: 


- Zei. singt - 20) = 3a2-sin(2 oi 


10 ауЁ®=#"®-2 — sing = Y, в 3526 
a = 84,74°; b = 4,64cm; c = 696cm 
b) a = 14,48*; y = 135,52°; b = 3,56cm; a = 178cm 


11 Bei dieser Aufgabe geht es nur um die Bere- 
chenbarkeit von ß. Die Existenz eines solchen Drei- 
ecks müsste gegebenenfalls extra geprüft werden. 
1. Fall: sinB < 1 = 2 mögliche Lösungen 
2. Fall: sin B = 1 = B = 90°; einzige Lösung 
3. Fall: sinß >1 — keine Lösung 

sind) + EE ) 


с Sinb,? c sind, 


Da $=% == sin(3) = sin [) 


Da 5, und 5; Nebenwinkel sind und sich zu 180° 
ergänzen folgt: sin (б) = ѕіп(ӧ,) 
sin(2) sin(3) 


= е 
sind, sind, Ze b 


b с 


SinB  siny' 


a 
sina 


b) Das Verhältnis der Länge einer Seite zum Sinus- 
wert des gegenüberliegenden Winkels ist in einem 
Dreieck für alle drei Seiten gleich. 
C) Im rechtwinkligen Dreieck gilt: 


Y. " _ Gegenkathete 5 ie 
Sinus Winkel = Fypothenuse ==> 81Ү = ac 


Anm: ABM ist еіп gleichschenkliges Dreieck (gleich 
lange Seiten г). Daher fällt das Lot auf c so auf c, 
dass es c in 2 gleiche Teile teilt. 

2r-siny = с = SS 

d) Ist zum Beispiel Y die - Hypothenuse, so gilt 
sin(y) = 1 und damit TM t = 2r; W.ZZW. 


e) y = 180° - (a + B); y = 90° 
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Any” 2r; is = 2г; r=3cm 


14 а) ү = 83°; а = 5,31ст; b = 420cm; с = 635cm 
b) а = 50,81; ү = 84,19%; b = 5,66ст; с = 796cm 


4 Kosinussatz 


Seite 109 с: = 
2 2 а? 2 2-42 
1 а) cos(a) = 0227 n ЕИ SA L 0,785, 
also e = 29,0° 
ањо b o 42+82-62_ da 
с05 (8) = 7x 74:8 "a" 0/6875, 
also œ = 46,6° 
EE E ENEE I 
cos(y) = -- 346 7487-025 


also y = 104,5? 

b) e = 674°; B = 22,6*; y = 90° 

c) b > a + c; es gibt kein Dreieck mit den gegebe- 
nen Seitenlängen. Der Versuch, den Kosinussatz 
anzuwenden, führt zum Beispiel auf cos(o) » 1. 
d) e = 610*; В = 22,05; y = 970* 


2 а)а= Wës + c - 2bc:cos(o) = 85cm 
sin(B) = = b.sin(o) = 0,7740..., also B = 50,7° 
y = 180° = (о + B) = 573° 

b) c = ya? + b? - 2ab-cos(y) = 11,1cm 
sin(o) = тып (y) = 0,2563..., also о = 14,9° 
В = 180° - (о + ү) = 48,1° 

c) b= D +c2-2ac-cos(ß) = 708m 

sin (о) = =-sin(ß) = 0,4621..., also œ = 27,5° 
ү= 180° 2 7 (a + В) = 95,5° 

d) c = ya? + b? - 2ab-cos(y) = 23,2km 

sin (a) = 2-sin(y) = 0,4067..., also œ = 24,0° 
В = 180° - (о + ү) = 100,0° 


3 Mit a und b für die Seiten des Parallelogramms 
ergibt sich: 


4 
Für das Dreieck ABD: a} = 52 + c? - 2-5„-с-со5о, 
Für das Dreieck ADC: a2 = b? + 52 - 2-b-s,-cosa, 


Seite 110 Ts- = 


5 a) 2286 sin) = 5, also h, = a-sin(y); 
cos(y) -= also y = a-cos(y) 


b) AABE: 
© = (Ь - у)? +h? 
= b? - 2b-a-cos(y) + (a-cos(y))? + (a-sin(y))? 
= a? -(cos?(y) + sin?(y)) + b? - 2ab-cos(y) 
= а? + b2 - 2ab-cos(y) 
6 a) AAFC: sin(x) = = also h, = b-sin (о); 
cos(a) = р, also u = b-cos(a) 
b) AFBC: 
a? = h? + (c - u)2 
= (b-sin(o))? + c? - 2c-b-cos(o) + (b-cos(o))2 
= b2(sin2 (o) + cos? (о)) + c? - 2bc-cos(o) 
=b? + с?- 2bc-cos(o) 
С) AAFC: b? = u2 + 2 = (b-cos(o)) + (b-sin (a)? 
= b?-(cos?(o) + sin (o)) = b? 
Der Satz des Pythagoras, angewendet auf das Drei- 
eck AFC, führt zu der Aussage b? = b?. 


7 Zerlegung durch die Нбһе h, in die Teildreiecke 
ABD und ADC: 
A ABD: sin(ß) = Kai also h, = c-sin(ß); cos(ß) = = 
also z=c-cos(ß) 
AADC: 
b? = h2 + (a - z? 

= (c-sin(ß))? + a? - 2a-c-cos(ß) + (c-cos(ß))? 

= c2-(sin?(ß) + cos?(ß)) + a? - 2ac-cos(ß) 

= а2 +c2-2ac-cos(ß) 
Zerlegung durch die Höhe h, in die Teildreiecke AFC 
und FBC: 
AFBC: sin(ß) = =, also h, = a-sin(ß); cos(ß) = = 
also v = а-соѕ (В) 
AAFC: 
b? = 2 + (с - v? 

= (a-sin(ß))? + c - 2с-а-со (В) + (a-cos(ß))? 

= a?-(sin?(B) + cos2(B)) + c? - 2ac-cos(ß) 

= а? +c2-2ac-cos(ß) 
Beide Betrachtungen führen auf den Kosinussatz in 
der Form b? = a? + c? - 2ac:cos(f). 


8 3)a,-a;-5-32cm 

g= Y53 + a? - 25,-a,-c0s(ö,) = 45cm 

sin (B) = ®-sin(ö,) = 0,8743..., also В = 61,0° 
о, = 180° - (В + б.) = 43,0° 

5, = 180 - 5, = 104° 

b = 152 + a2 - 25,-a,-cos(ö,) = 5,8cm 

sin (y) = Ë-sin (5) = 0,6883..., also y = 43,5° 
o4 = 180° - (y + 8;) = 32,5? 

& = 04 + о, = 180° (В + ү) = 755* 

b) а; = Yet + s2 - 2с:5,:соз (o) = 41cm 


a, = a, = 41cm; а = 2а; = 83cm 


sin (ö,) = 5 sin (o) = 0,7521..., also 6, = 48,8° 

В = 180° - (о + бу) = 98,2° 

8, = 180°- ë = 131,2° 

b = {52 + a2 - 25-а, :соѕ(ӧ,) = 10,7cm 

5їп(ү) = EEN (ӧ,) = 0,5281..., also y = 319? 

оц = 180° - (y + ӧ,) = 16,9° 

о = о + & = 180° - (В + y) = 499? 

©) a,7a;-$- 41cm 

s, = yb? + a - 2b-a,-cos(y) = 57cm 

c = ya? + b? - 2ab:cos(y) = 9,4cm 

sin (a) = 2-9 (y) = 0,7061..., also о; = 44,9° 

8 = 180° - (& + ү) = 37/15; 6, = 180° б, = 142,9° 

sin (oc) = *-sin(ö) = 0,2642..., also ot = 15,3° 

B = 180° - (o + 5) = 21,8° 

& = o4 + oc = 180° - (В + ү) = 60,2° 

а) Zu den gegebenen Größen gibt es zwei mögliche 
Dreiecke: A ABC und A AB;C. Die Größen des zwei- 


ten Dreiecks werden jeweils mit „’” gekennzeich- 
net, zum Beispiel а; anstelle von a4. 


A 


sin (d,) = 2-sin (y) = 0,9864..., also 0; = 80,6? 
oder ë; = 180° - б, = 99,4? 

8, = 180° - б, = 99,4° 
oder 6; = 180° - Š; = 80,6° 

оц = 180° - (y + 65) = 35,4° 
oder o; = 180° - [y + 85) = 16,6° 


а= а = = = 2,6ст und damit 


а = 2a, = 5,3cm 
oder а; = a; = TOS =1,3cm und damit 
a' = 2a; = 2,6cm 


c= Js2 * a2 - 25„-а,-со5(б,) = 52cm 
oder c' = så + (a4)? - 25,-а{-соз(б{) = 41cm 
sin (B) = 2-sin(6)) = 0,7732..., also В = 50,6° 


oder sin (B) = Ž-sin (54) = 0,9881..., 
also Ë” 812° 
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oc = 180° - (В + ӧ,) = 29,9° 
oder a = 180° - (В' + ӧ;) = 18,3° 
& = 04 + C, = 180? - (В + y) = 65,4° 
oder œ = a; + oc = 180° - (B' + y) = 34,8° 


9 Mit x für die Entfernung des Aussichtsturms 
von der Badestelle und y für die Entfernung des 
Aussichtsturms vom Gasthaus ergibt sich: 
x = ЛА? + 2⁄2 - 2-1,4-2,1-c0s(180° - 70°) km 

= 2,9Кт, 


y = YA + 28 - 2-14-2,8-со5 (70°) km = 27km 


5 Dreiecksberechnungen 


4 

a) a = 364° В = 45,74° y = 98,12° 

b) а = 119,59° В = 7,40° ү = 53,01° 

с) a = 24,96° В = 124,31° y = 30,73° 

d) a = 74,58° В = 74,58° y = 30,85° 

2 

а) c = 2,37ст a = 32,35° В = 129,66° 

b) a = 700cm В = 42,92° ү = 21,08° 

c) b = 17,23 т a = 55,10° у = 29,40° 

d)a-495km Bß=2,24° y = 5,66° 

3 

а) a = 96° b = 4,49cm с = 641cm 

b) y = 61° а = 5,03cm c = 5,25ст 

с) а = 117° а = 517cm b = 179ст 

9) y = 52,8° b = 16,36т c = 13,66 т 

4 

а) В = 39,12° y = 67,88° c = 23,35ст 

b) с = 25,04° В = 46,96° а = 4,81ст 

с) а = 26,33° В = 917° b = 11,05 т 

d) & = 62,60° y = 25,10° а = 2,18m 

5 

а) o, = 61,4823° B, = 83,5177° b, = 8,1418 ст 
a, = 118,5177° В, = 26,4823° b; = 3,6539 cm 


b) sina = 1,338 = existiert kein Dreieck 


с) y = 90° a = 60° а = 6,0622ст 
d) B, = 14/1444° о; = 153,3556° а; = 12,8461cm 
В; = 165,8556° с, = 1,6444° a, = 0,822cm 

6 

a) c = 3,0492т а = 46,6496° В = 80,4443° 

b) B = 274° а = 2,3395km с = 1,4224кт 

c) ү = 119,4961° а = 22,6483° В = 37,8556° 

d) ү; = 50,3221° о; = 95,1779° a, = 29,8913 ст 
Y2 = 129,6779° о; = 15,8221° = 8,1833 ст 
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7 с= 10,66ст; s, = 2,52ст; U = 23,66cm; 
h, = 2,34ст; А = 12,51cm? 


6 Anwendungen 


Seite114 ` EE H 


1 
a) e = 1107cm; à = 104,53°; a = 8199*; y = 98,47° 
b) ӧ = 46,01°; В = 42,91*; a = 162,58°; ү = 108,50° 


ma. FM ` 65m 
2 a) BM = Zeg ^ sings ^ 243m 


HM = BM-tan(e) = 269m 
Baumhöhe: HM + FM = 33,4m 


^ Sin@) ^ sinas" "a^ 363m 
Der Beobachtungspunkt B ist etwa 25/1m von F und 
etwa 36,3 m von Н entfernt. 


3 Um die Hóhendifferenz h zwischen Zwischen- 
station Z und Bergstation B berechnen zu kónnen, 
werden zunáchst die Seitenlángen TZ und ZB des 
Dreiecks TZB bestimmt: 


=. 450m . e 
Т2 = does = 10265m; 8 = 4ZTB - y - « = 7°; 


£ = 4TBZ = p - y = 4° 


28 = 320-17 = 17934 m; h = Z8-sin(f) = 10793т 


Die Bergstation B liegt etwa 1080m höher als die 
Zwischenstation Z, also etwa 1530 m höher als die 
Talstation. 


Seite 115 - == —— ne 
4 а) ӧ, = АОВ, B, = 4DBA 


sin (B; = 2-sin(o) = 2®-5їп(84,3°), also B, = 362* 


Š, = 180° - (о + B4) = 59,5° 
_ 91100) 
а= zmo f^ 55cm 


b) ó, = 4BDC = ë - Š, = 514° 
В› = 4CBD = B - В, = 100,3° 
ү = 360° - («+ B + 5) = 28,3° 
3002 (€ « 406cm 


= sin) 


_sinß) + _ 
WEIS -f = 13,3cm 


e = үс? + d? - 2cd-cos(8) = 15,1cm 


5 B=180°- а = 143,7° 
е = Va? + b? - 2abcosß = 1703cm 
а= 0 = 77ст 

f = Уа? + d? - 2adcosa 


= 6,06ст 


6 а) у = 180° – (a + B) = 85,4°; а = 655cm; 

b = 4,22cm; U = a + b + c = 1827cm; 

A= 1-a-b:siny = 13,77cm? 

b) y = 37,40°; a = 34,80°; a = 348cm; 
U-a*b*c-1298cm; А = Zab -siny = 612cm? 


7 o= 65°; B = а = 65°; 
(Symmetrie = gleich- 
schenkliges Dreieck ABE) 
8 = 180° - 90° - a = 25°; 
z = b-sind = 1,268cm 

с Е а -2z = 2,464 cm; 


x*b a 
36: е 
x= е0 * 2,915 0т; Spee 
P lafsstal H 
_ Sina-x " 
h- sin90* h = 2,64ст 


8 y= AHB = B - w = 544° 


gg _ 51100) — sinGoT) , > 
BH = sin) -AB = їп (54°) 200 m = 1119,9m 


h = BH-sin(ß) = 646,4m 
Der Berg ist etwa 646m hoch. 


9 Hinweis: Es ist hilfreich, für die Berechnung der 
Winkel @,, £p; und фз des Dreiecks 111,5 Hilfslinien 
zu zeichnen. 

9 = 41145 = ë - (0 - 180°) = 45° 

P = ISL, = B - ë = 40° 

P = I LSL, = e - В = 95° 


== Ssin(g;)) —— _ sin(40°) 2 
SL, = sini lz = nos)" 126sm = 8/135т 


= 3n) —— _ sin(45°) 
SL; = sint: LL = i555 1265M = 8,94sm 
Das Schiff ist vom Leuchtfeuer L, etwa 8,13 sm, vom 


Leuchtfeuer L, etwa 8,94sm entfernt. 


Grafik zu Aufgaben 4 und 5, Seite 118 


10 В = o, da beide Schenkel beider Winkel senk- 
recht aufeinander stehen. 


sinB = Ë; Н = 2785259N; cosß = 2; D = 696,3644N 


7 Trigonometrische Funktionen - Bogenmaß 
$ейе‹118— m EE 
e °= 1 °= 3 Seil 
1 а) 180° = л; 90 = 37; 270 => 45 = 4 
135° = 2m; 225° = 2m; 315°= 2л 
b) 1° = don; 7° = дул; 23° = жул; 68° = дел; 
137 


= Bn; 137° = Bim: = 537; 
112° = Ёл; 137° Bin 318° = Sm; 


2 а) m = 180°; 1л = 905; үл = 45% 2n = 135° 
5 o 1 E тєра e, 1. = 30°. 

ал = 225°; зл = 60°; зл = 1205; 5л = 30°; 

en = 150%; Zn = 330° 

b) фл = 485; $n = 54°; ipn = 126°; ял = 10°; 
5 о 1 Г Get Ir 270° 
167 = 50 7897 = 1 ; 38071 = 7°; 187 = 70 
3 а) 23 = 131,8"; 47 = 2693"; -2,1 = -120,3°; 
-3,6 = -206,3°; 5,8 = 332,3°; -5,4 = -309,4°; 
b) 68 = 389,6°; 13,4 = 767,8°; 34,8 = 1993,9°; 
-102,9 = -5895,7°; 435,8 = 24969,5°; 

1024 = 58670,9° 


4 und 5 Grafik siehe unten 
6 a) 0,912 


b) - 0,558 c) -0,349 
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Seite 119. = — 
7 a 102 b) $42 9 i3 
DE DE ni 


8 ау®+2Кл; + 2kn 
©) 32km 27+ 2kn 


e) 2л, 2kn; + 2kn 


b) Z+ 2kn; Æ+ 2kn 
d) Z+ 2kn; 33 « 2kn 
P + 2кл; Эу +2Кл 
9 а) 1,221; 1920 


с) 0,890; 5,393 
е) 3,726; 5,699 


b) 0,960; 2,182 
d) 2,662; 3,622 
f) 3,910; 5,515 


10 a) 0,681 + 2Кл; 2,460 + 2кл 
b) 2/153 + 2Кл; 4,130 + 2кл 
c) 3,821 + 2kn; 5,604 + 2кл 


11 a) 

x 01 | wn | 00 | 00001 
sinx 1099833 | 0,009999 | 0000999 |0,0000999 
x-sin(X)| 000016 |0,0000001| 17-107? | 17-1079 - 


Für kleine positive Werte von x gilt x = sin (x). 

b) Für kleine positive Werte von x ist der zu sin (x) 
gehörige Bogen (x) nur unwesentlich länge als die 
entsprechende Kathete (sin (x)) des Dreiecks. 


12 a) Da die Länge des abgerollten Kreisbogenab- 
schnittes gleich s ist und der Radius des Kreises 1 
beträgt, ist der Zentriwinkel über dem Kreisbogen 
gleich s. 

= x(s) = s - rsin (s) = s - sin (s); -y(s) = rcos(s) 
== у(5) = -cos(s) 


D 

sind 0 1 2 |з |4 | 5 

x(s) о |00006 0,005 | 0,017 | 0,041 | 0,078 

v6) -1 |-099 | -0,95 | -0,89 | -0,81 -071 
8 T I 

` ЗЕЛЕНЕ 

xG) | 043 | 021 | 031 | 043 | 

y6) -0,59 | -0,45 | -0,31 -016 | 
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8 Funktionen der Form x — a-sin(b-x - d) 


Seite122 ` —UU ZT TER EEE 
1 — 
Teilaufgabe A p 
ара а) 3 2л 
b) 1 | 2л 
[9] | 1 | 2л 
I 2790: ch c 
o | d j| a 
e) 2 | 2 
9 15 3 
E 02 | 1 
h) 2 | ime 
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6 а) Ёх- -isin(6x) oder x — 151п(6х +n) 


g: x — 1,5sin(x) oder x — -1,5sin (x + л); 
b)fx- 15sin(*2x - 3) oder 
x= -15sin(*2x * 2) 


8: x — 2sin(+3 +2) oder x — -2sin(s5 +3) 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 


Seite 2A c M ee ze 
1 a) 40° b) 40* c) 70* 
d) 56° e) 59? f) 40° 


2 a) sin(x) = cos(x - 3) = соѕ(х) 

b) зїп) = -sin (x + л) = -cos(x + n + 2) 
= -cos(x +2) 

с) sin(x) = -sin(x + m) = -cos[x +5 

d) cos(x) = соѕ(л + y) = соѕ(л - у) 

е) sin(x + z) = cos (x) 

f) cos (x) = cos(x - 2л) = соѕ(2л - x) 
= sin(2n -x +3) 


3 1. und IV. Quadrant: 
Der Kosinus ist positiv und entspricht dem Ab- 


schnitt auf der x-Achse. Bei gleichen Winkeln ober- 


halb der x-Achse ergeben sich somit auch gleiche 
Kosinuswerte. Analog gilt dieser Zusammenhang 
auch für den Il. und Ill. Quadranten (mit negativen 
Kosinuswerten). 

= o, = 340°; х, = 160° 
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4 а) о, = 40°; с, = 220° b) Q4 = 72,55; 
a, = 252,5? 


5 a)Aus C = a? + b? - 2ab-cos(y) folgt mit 
a=b=s: 
C? = 252 - 25?-со (ү) = 252-(1 - cos(y). 


b)c= V2-(4,8 cm)?-(1- cos (1329) = 88cm 


h, 
6 a)sin(o) = © = =, also & = 41,8° 


а = Б? + à - 2bc:cos(o) = 34cm 


sin(B) = D. also B = 612° 


ү = 180° - (о + B) = 76,9° 
2152-2 
a? + (3) -sè = 55,62 + 332 - 32,72 


b) cos(ß) = FP 556-66 — also 
B 7 
В = 32,0° 
b = ya? +  - 2ac-cos(ß) = 350m 
с\?_„2 
b? + ($) -sè 
cos(o) = = 0,5388..., also œ = 574° 


2b-5 
ү = 180° - (о + B) = 90,6° 

c) Die Konstruktion des Dreiecks lässt zwei mög- 
liche Dreiecke zu, die zueinander kongruent sind. 
Im Dreieck AB;C sind die Seitenlángen a und c des 
Dreiecks ABC vertauscht. Bei der Berechnung wird 
auf eine Fallunterscheidung verzichtet. 

sin (ö,) = 2, also б, = 66,8? 

(Die Alternative 5; = 180° - б, führt auf das zum 
Dreieck AB,C kongruente Dreieck AB,C.) 


5, = 180° - 8, = 1132? 


2 

а= m i (2) = 2s,:D-cos(5)) = 520km 
2 

c- үн + (8) -25,-2.соѕ(5,) = 738кт 


sin (c) = È-sin (бу) = 0,6935... 
sin(y) = È-sin (ð) = 0,9838.. 


„ also & = 43,9° 


„ also y = 79,7° 


В = 180° - (о + y) = 56,4° 


Maßstab 1:100000 


B; B 


d) sin) = 5 = 2L, also : 34,7 


rr We cos [Š = 73,3m 


s EN 0,9191..., also & = 23,2° 
Ü 

y = 180° - (о + В) = 122,1° 

sin (0, 

AG c = 74,4m 

sin (В) 
sin(y) 


cos (о) = 


b= 


-c = 1075m 


Maßstab 1:2000 


7 а) y=180° - («+ B) = 76,4° 


_ sin(@) 


= sin@) "с = 58cm 


sin(ß) 
b- sin(y) 


Umfang: U = a +b + c = 16,9ст 
NN A= 186. SES 12,9cm? 
b) sin(y) = Е-5іп(8) = = -sin (107,8°), also y = 37,4° 
о = 180° - d + y) = 34,8° 
. = 35cm 
Umfang: U = a +b + c = 13,0ст 


Flácheninhalt: A = $cb-sin(«) = 6Лст? 


“c = á,6cm 


8 a) V=25cm?-10cm-sin(70°) = 234,9cm? 
0 = 2-25cm? + 2-50 cm? + 2-5cm-10cm-sin (70°) 
= 244,0cm? 
b) Hier muss erst 180° - o mit dem Kosinussatz im 
Dreieck ABF bestimmt werden. Daraus ergibt sich 
der Winkel o zu 60°. 
V = 9cm?-8cm-sin (60°) = 62,4 cm? 
O = 2-9cm? + 2-24cm? + 2-3cm-8cm-sin (60°) 
= 107,6cm? 


9 a) Die Teilwinkel von œ und y werden wie folgt 
bezeichnet: 


œ = 4 BAC, œ% = 4CAD, y, = < ВСА, y; = 4DCA. 
а) е = ya? + b? - 2ab-cos(ß) = 111cm 

cos(b) = FE = -0,2509..., also ӧ = 104,5° 
sin (ол) = 2-sin(B) = 0,6979..., also о, = 443° 
ү, = 180° - (o4 + B) = 60,7° 

sin (oc) = £-sin (5) = 0,6120..., also oc = 37,7° 


Y2 = 180° - (o5 + б) = 05 = 37,7° 
«= oq + œ = 82,0°; y = ү, + ү, = 98,5° 
(Kontrolle: œ + В + y + ö = 360°) 


f = Ya? + d? - 2ad-cos(o) = 11,4cm 


di 2- 2 
b) cos(p) = be ED е. Me e ; also B = 42,9° 


2+2 8,52 + 3,72 – 6,52 
со5(д) = B Uu е. —318537 ^" also ó = 46,0° 


sin (œ) = 2-sin(ß) = 0,7960..., also o = 52,8° 
ү, = 180° - (o4 + В) = 84,3° 
sin (к) = £-sin(5) = 0,9407..., also о, = 


Y2 = 180° - (о + б) = 63,8° 
«= 04 + 06 = 1229*; y = ү, + ү, = 148,2° 
(Kontrolle: œ + B + y + ë = 360°) 


f = Ya? + d? - 2ad-cos(o) = 11,9cm 


70,2° 


10 a) 
-FFTEEFFF1 HH + 
ЕЕРЕЕ 
SHH eH HHH 
Ro E Al at -2.1.-410| a + 
1 d 412 Quar - ү? 454 
I Г ГЇ I I I 
= 5 | | 
Td те те t 


Die Sinusfunktion ist periodisch mit der Perioden- 
länge 27. Daher ist sin(x - 2л) - sin[x - in +2л) 
= sin (x + 2л). Die Graphen der Funktionen f und g 
sind somit identisch. 
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| Ask) -2 1 HH 
Der Graph der Funktion f entspricht dem um 3 nach 
rechts verschobenen Graphen der Funktion sin (x). 
Der Graph der Funktion g entspricht dem um 2n 
nach links verschobenen Graphen der Funktion 
sin (х). Somit sind die Graphen der Funktionen f und 
g um л gegeneinander verschoben, d.h., sie haben 
die gleichen Schnittpunkte mit der x-Achse und 
betragsgleiche Funktionswerte, aber nicht gleiche 
Funktionswerte. 
c) Die Graphen der Funktionen x — +2 sin(x * 5) 
und x — 2sin(x = en) sind um л gegeneinander 
verschoben, d.h., sie haben die gleichen Schnitt- 
punkte mit der x-Achse und betragsgleiche 
Funktionswerte (gleiche Begründung wie bei Tei- 
laufgabe b)). Daher sind die Graphen der Funk- 
tionen x — -2sin(x + z) und x — 2sin(x = 2n) 
identisch. Es werden somit dieselben Funktionen 
beschrieben. 


11 a) 

sin2o cos + cos?a = cosa(sin?a + cos?a) = cosa 

b) sina - sinacos?a = sina(1 - cos?a) = sinasin?« 
= sina 

c) (sina + cosa)? + sina - cosa)? 

= 2(sin?a + cos2o) = 2 

sin?a(1-sin?a) _ sin?acos?a 


d) зіп20 -sinta _ š = 
cos?a(1 - соѕ20) 


cos? a - cos*a cos?asin?a ` 
) sina -cos*a _ (sin?a + cos?a)(sin?a - cos2o) 
sin^a - cos?a sina - cos^a 
= sin?a + cosa = 1 

f LL +. = 1-8п0 уа 

1+sina 1-sina — (1*sino)(1- sina) 
PE ES 

1-sinda cosa 


12 
а) ү= 85° B = 119,55° б = 60,45° 
с = 9,48 ст d = 745ст f = 9,96ст 
b) а = 70,89° ү = 10911° В = 60° 
а = 3,27ст с = 1,96ст 
с) а = 78° б = 106° d = 75,20ст 
с= 26,80ст Ы = 78,47ст f = 88,03 ст 


13 a) A = 172,05 cm? b) А = 152,17cm? 


L46 IV Trigonometrische Funktionen 


14 
Ze >N 

s 
Der Inkreismittelpunkt | teilt die Seitenhalbieren- 
den des Dreiecks vom jeweiligen Eckpunkt aus im 
Verhältnis 2:1. 


Die Seitenhalbierenden haben die Länge 2⁄8, also 
gilt für den Inkreisradius r: 


Alternative: Da die Seitenhalbierenden die Dreiecks- 
winkel (je 60°) halbieren, gilt 


15 Der gestreckte Winkel < СОВ wird von w, in 
zwei Teilwinkel < CDA = б, und 4 ADB = б, geteilt, 
und es gilt sin (6;) = sin (180° - ӧ,) = sin (oc). 
Wendet man den Sinussatz für die Dreiecke ABD 


und ADC an, so erhält man 


anda РЕЧ (AABD) und sin (d,) z8 
ing = 


Wegen sin (d,) = sin(ö,) stimmen auch die Verhält- 


nisse = und Ë überein, und es gilt 
2 4 


Eu p 
a а, с 
mab. 
& c" 


Entsprechend lässt sich begründen, dass für die 
Teilstrecken b, und b,, in die b von der Winkelhal- 
bierenden wj geteilt wird, gilt: 

bia 


b c 

Dabei ist b. die Teilstrecke von b, die in C endet, 
also der Dreiecksseite a anliegt. 

Teilt die Winkelhalbierende w, die Dreiecksseite c 
in die Teilstrecken с, und c; (c, benachbart zu a), so 
ergibt sich entsprechend 

Da 


с; b: 


In den Teildreiecken ABI, IBC und AIC ist der Inkreis- 
radius r jeweils Höhe zu den jeweiligen Grundseiten 
c, a und b. Damit folgt: 


z1ic.rp4lg.p4 lp. 
A-3Cr*5a:r*5ber 


= зг-(с+а +) = (а +Ь + о). 


17 Der Mittelpunktswinkel ë ist doppelt so groß 
wie der Umfangswinkel y. Der Winkel < BUA = 360° 
- und die Dreiecksseite с werden von UD hal- 
biert, und es gilt 


sin(1(360° - б)) = m 5 


Wegen 
sin(4(360° - 8)) = sin(180° - 3) = sin (180° - ү) 

= sin(y) 
folgt sin(y) = Em und durch Umstellen der Glei- 
chung = -2R 
18 а) 

© 
dei 
[7 

B 

€=20; BE = EC = z 


4EUB = Äer - £) = 480° - $ = 480° - а 
AUER: sin(4 EUB) = 2 = ® 


2R’ 
also sin(180°- о) = sin) = 35 ha 
Ke 
sin(g) ` 2R 


9-28; AF-FC-5 
4 AUF = 1(360° - q) = 180° - Z = 180° - B 
AAFU: sin(2AUP) = 2 = 2; 


2R’ 
also sin(180° - В) = sin(B)= 3% |-zagg 
bl 
sang; 26 


19 а) < АРВ = 180° - (80,5° + 67,7°) = 31,8° 
4p. sin(677% _ 

AP = Saiga 50m = 87,79m 

b) 4 АРВ = 180° - (124,3° + 52,6°) = 3,1° 


xp = 5in(52,6°) , ы 
АР= nam 20 m = 293,80m 


20 Winkelmessung zum Beispiel mit einem Theo- 

doliten (Genauigkeit + 0,01°) 

Längenmessung zum Beispiel mit einem Maßband 
(Genauigkeit +1ст) 

Vergleichsrechnung zum Beispiel zu Aufgabe 20а): 
Individuelle Lösung 

Beispiele: 

1. 4 BAP = 80,6*; 4 PBA = 67,8° 

(Abweichung um je 0,1° nach oben) 

< АРВ = 31,6? (Abweichung um 0,2° nach unten) 


Ap. 81166787) u 
AP = Sn gran" 50m = 88,35m 


(Abweichung um 0,56m nach oben gegenüber dem 
Wert aus Aufgabe 20a)) 


2. AB = 4995m (Abweichung um 0,05 m nach un- 
ten) 


AP- sin (67,7°) 


Sin(318%) 
(Abweichung um 0,09 m nach unten gegenüber 
dem Wert aus Aufgabe 20а)) 

Am Beispiel aus Aufgabe 20b) kann gezeigt wer- 
den, dass sich bei absolut kleinen Winkelgrößen 
wie 3/1? Messfehler relativ deutlich auswirken. 


*4995m = 87,70 т 
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3. AB = 20,05m, 4 BAP = 124,4° 
(Abweichungen um 0,05m und 0,1° nach oben) 


Ap. 511052,6), dë 
АР= In) 20,05m = 304,34m 


(Abweichung um 10,54m nach oben gegenüber 
dem Wert aus Aufgabe 20 b)) 


21 a) A PQR: y = 4 PRQ = 180° - (77° + 64°) = 39° 
po _ MO en _ зїп (64°) a 
PR = sin) РО = Sin(399 450т = 642,7m 


AD a SNO > _ sin (77°) "4 
OR = EI] РО = sinas 450m = 696,7m 


A PRT: RT = PR-tan (ô) = 334,6т 


A QRT: e = TOR, tan(e) = = 0,4801...., 

also є = 25,6° 

Der Punkt T liegt etwa 334,6m oberhalb der Ho- 
rizontebene. Er erscheint von Q aus unter einem 
Erhebungswinkel von etwa 25,6°. 
b) PT = ту = 724,6m; QT = EL = 772,9m 
Der Beobachter ist in Р etwa 724,6m, in Q etwa 
772,9 m von T entfernt. 


22 a) £ = 180° - (a + В) = 496*; £ = 4ACB; 
ВС = 3733922806 m 

© = 180° - (Š + 90°) = 60,7°; Ç, = 4 ВРС; 

һ, = 209,5379754m 

Winkel ү war bei dieser Berechnung überflüssig. 
b) АС = 338,250 9877m 

© = 180° - (y + 90°) = 58,2°; C, = 4 APG; 

h, = 209,7244979т 

Beide Ergebnisse unterscheiden sich um 
0,186522492m = Ah 

Die Höhe des Berges liegt also bei 

ih +h) ti Ah. 

h = 209,6312367т + 0,093261246m 


Seite127 — = 


23 AB = 72142m 


24 BC = VAB? + AC? - 2ABACcosa = 496km 


B = 36,13° 


25 созё = FE, 5. 410.49°; 


f= (6. b? - 2Šbcosë = 1854-Ь; 


1 


sf 
ШТ Z s = 3035° 
26 < BAR = 90° - o = 78,2° 
4 BRA = 180° - (90° A BAR) = 118° 
AR = 586,8083952т 
4 ARS = 180° - (о + 90°) = 78,2° 
4 ARM - 2-4 ARS = 156,4° 
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(Einfallswinkel = Reflexionswinkel) 

4 АМЕ = 180° - (a + B + 4 ARM) = 1,55° 

RM = 8144,276481m 

da 4 ARS = 45ЕМ und SR 1 ВС, gilt: 

IMRC = 4 АВВ = 118? 

h = 1665,472385m 

Der Gipfel des Matterhorns liegt 1665,47m über 
dem See. 


27 Kreisausschnitt AM;B (kleiner Kreis): 

A, = 35,82ст? 

Kreissegment AB (großer Kreis): A, = 8,79cm? 
ABM;: А; = 3,404849 83 cm? 

Ag = лего + A, - A, - As = 337,79 cm? 


Maßstab 1:4 


Exkursion: Additionssätze 


Seite 128 = 


1 sin(a- В) = sin(a + (- В) 
= sin (о) cos (- B) + cos(a)sin(-ß) 
= sin(o) cos (B) - cos (o) sin (B) 


Seite 129 с eem 


2 cos(a- B) = cos(a + (- B)) 
= cos(a)cos(-ß) + sin (c) sin (- B) 
= cos(a)cos (B) + sin (o) sin (B) 


3 a)cos(-o) = cos(0 - о) = 1-соѕо + 0 = cosa 
b) cos (a + 90°) = cos(a - (-90°)) 
=cosa-0 + sina-(71) = -sina 
C) sin(90? - o) = 1-cosa + 0 = cosa 
d) sin (o) = sin (90° - (о + 90°)) = cos(a + 90°) 
=-sina (wg.c) und b)) 


WB 

25 

2 

š 26 sin cos + sin? sinÉ cos Ë 

(соз 25in5 cos + sin?zsingcosz 
В 


+ c0s2°sinz соѕЁ + sin?E sin Bes š) 


4 a) 2sin(578)cos 


В 


= (зп $055 + cos $sin Ë 


€cosP + sin sin 
(соз®соз® + sin 2511 Ë) 


= 2lsin&cos& + sin$cos$) = sina + sing 

b) 2cos(52])cos (55) 

= 2(соз®соз® - зп®зїп#](соз®соз® + іп + sin$ 
= 2(соз?®сов?Ё - зїп?®зїп2Ё) 

= [2c08?&cos28 - (t= соз?®\\1 - соз?) 
= 2с0525-1+ 200522 - 1 


7 cosa + cosß 


5 a) sin(20) = sin(a + о) = sinacosa + sino cosco 
= 2sina cosa 
b) sin (3a) 
= sin(a + 20) = sinacos2a + cosasin?a 
= sina (cos?a - sin? a) 
+ cosa (sin o cos ot + sin acosa) 
= 3sinacos?a - sin?a = 3sina(1 - sin?) - sin?a 
= 3sina - 3sinasin?a - sin? 
= 3sina - 4sin?a 


6 einfacher: 

Cos (2x) = cos?x - sin?x (wie in Aufgabe 9) 
= (1 - sin?x) - sin? x 
= 1- 2sin2x 


b) Ähnlichkeit von Dreiecken: A0Q,Q ~ A 0P,P = 


КЕЕ 


ој 
2 


©) Xp = Хог = Xorcosq - yorsinq 
= хрсоѕф - Ypsinp 


Ур = yg: = Xgrsin@ + YoFCOS@ = XpSin@ + ypcos 


9 a) 


CN =1- 2sin2% ing „je 
X73 = соз(о)=1- 2527 = [sing] 2 
Cos (2x) = cos?x - sin?x = cos?x - 1 * cos?x 


= 2cos2x - 1 
= = 29 _ DIE 1+ соѕа 
х= = cos(a) = 20529-1 = |соѕ9] 1 5 
7 cos(3o) 


= cos (2o + o) 

= cos (20) cos (o) - sin (20) sin (о) 

= (1 - 2sin?(a)) cos (o) - 2sin (a) cos (o) sin (о) 
= cos (q) - 2sin? (x) cos (о) - 2sin? (o) cos (a) 
= cos (o) - Asin? (o) cos (a) 

= cos (o) (1 - 4sin?(a)) 


8 а) xç = созо; yo = sina 

Xg = COS(P + o) = cos cosa - sin osina 
= хосоѕФф - уоѕіпф 

Ус = sin(p + o) = sin фсоѕа + cos sina 
= ху5їпф + yocos p 


b) хд, = 2со5(40°) - sin (40°) = 0,9; 
Уд = 2sin (40°) + cos(40°) = 2,1; 

Xg = 7cos (40°) - 3sin (40°) = 3,4; 
Ye: = 7sin(40°) + 3cos (40°) = 6,8; 
xc = 5cos (40°) - 65їп (40°) = 0,0; 
yc = 5sin (40°) + 6cos (40°) = 78 


10 хь = -yp; yp = Xp 
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V Exponentialfunktionen 


1 Wachstumsvorgänge 
Seiten = === 


1 a) Nach 2 Jahren beträgt Janikas monatliches 
Taschengeld 30 €. 

b) Nach 2 Jahren betrágt der Stundenlohn gerundet 
1103€ 

C) Nach 2 Minuten ist die Kerze 4mm kürzer als ur- 
sprünglich. 

d) Der Computer hat nach 2 Jahren einen Wert von 
250€. 

е) Die Hefekultur hat nach 2 Stunden eine Masse 
von 45g. 


2 a) Änderung: 0,25 Millionen € 


relative Änderung: E = 0,078125 = 7896 
b) In diesem Jahr betrágt der Gewinn 
560000 € -0,922 = 516320 €. 

c) prozentuale Änderung im abgelaufenen 
Jahr: лєр Zeng = 16,6296; 


im kommenden Jahr: 0, = 14,25% 


d) Änderung im abgelaufenen Jahr: - 5391,30 € 
im kommenden Jahr: - 4960€ 


Seite Mira orm cac 


3 a) 
Zeitschritt | von 0 von 1 von 2 
nach 1 nach 2 nach 3 
Änderung *5 | +25 Eg 
relative Änderung +100% | +25% | -20% — 
Zeitschritt von 3 von 4 
nach 4 nach 5 
Änderung +5 | +0 j 
relative Änderung 450% EE 66,67% М 


b) Nein. Bei gleicher Zunahme ändert sich die рго- 
zentuale Zunahme mit dem Grundwert; z.B. größte 
Zunahme von A nach 5, größte prozentuale Zunah- 
me von 0 nach 1. 

c) B(6) - 20 


4 а) B(2) = 1,6-1,12 = 1792 


b) B(9) = 34-(1 - 0,043) = 32,538 
c) B(4) = 12,8:1,075 = 11,907 
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5 a) 
Zeitschritt von 02 | von 03 гоп 04 | von 05 
nach 03 | nach 04 | nach 05 | nach 06° 
ée +1,2 Mio. | +2,2 Міо. | +3,7 Mio. | +4,1 Mio. 
bonor ШШЩ 1 ——| 4 - 
e | 
Piste | +3636% | +48,89% | +55,22% | +3942% 


Größte Änderung von 2005 nach 2006; größte rela- 
tive Änderung von 2004 nach 2005. 

b) Die Änderung beschreibt nur die Veränderung 
eines Bestands ohne Rücksicht darauf, wie hoch der 
Bestand vor der Änderung war. Die relative Ände- 
rung beschreibt nicht die Veränderung alleine, son- 
dern die Veränderung relativ zum Bestand vor der 
Änderung. Somit kann z.B. eine große Änderung 
bei einem sehr großen Bestand eine kleine relative 
Änderung zur Folge haben. 


6 ai 

t LEE СБ КИЕ ЕТШЕ 
һ@ | 04 | 05 | 085|145| 19 | 22 | 24 
t 7 9]17]]7 

no | 22 | 19 | м5 | 085 | 05 | 04 


Zeit (in h) 
? 89 10 м 12 


9. 3⁄ 2 $ , WE 


b) h (22) = 0,85; h(23) = 0,5. 
Die Änderung von t = 22 zu t = 23 beträgt - 0,35. 
c) Der Tidenhub beträgt 2,0т. 


$ von 0 nach 1 | von 1 nach 2 | von 2 nach 3 
Е жашо аср ОП pacha] 
UR 5% 175% | 30% 
| von 3nach 4 | von 4 nach 5 | von 5 nach 6 
eg | 225% 15% 10% 


2 Lineares und exponentielles Wachstum 
Seite Ines ange 


1 a) lineares Wachstum mit der Änderung 

а = 2; B(20) = B(0) + 20:2 = 41 

b) exponentielles Wachstum mit dem Wachstums- 
faktor q = 2; B(20) = В(0)· 220 = 1048576 

с) exponentielles Wachstum mit dem Wachstums- 
faktor q = 18; B(20) = В(0) -1,820 = 254 964,72 

d) exponentielles Wachstum mit dem Wachstums- 
faktor q = 0,8; B(20) = B(0)-0,82° = 0,12 


2 a) lineares Wachstum mit der Änderung 
а= 4; B(5) = 24 

bi Es handelt sich weder ит lineares noch ит 
exponentielles Wachstum. Für die Anzahl der 
Würfelchen gilt B (n) = (n + 1). 


3 a) 


t ТОКЕ БУЫН ГЕ pose [ren ЕТЕ 
B(t)| 5000 | 4800 | 4608 | 4424 | 4247 | 4077 | 3914 
t Zaang 
В(ї) | 3757 | 3607 | 3463 | 3324 | 3191 | 3064 


b) Von n = 0 zu n = 1: Änderung: - 200; 
prozentuale Änderung: -4% 

Von n = 20 zu n = 21: B(20) = 5000-0,96?? = 2210; 
B (21) = 5000- 0,96?! = 2122 

Änderung: -88; prozentuale Änderung: -4% 


4 а) Es handelt sich um lineares Wachstum mit 
der Änderung d = 3000. 
Es gilt В( = B(t- 1) * d 


t 1 2 3 4 5 6 12 
B(t)/100 000/103 000/106 000|109000|112 000/115 000/133 000 


B(12) ist der Umsatz im Dezember. 

b) Die prozentuale Änderung von Woche zu Woche 
betrágt p = 0,04. Es handelt sich also um expo- 
nentielles Wachstum mit dem Wachstumsfaktor 
q-p*1-104. 

Es gilt B(t) = q-B(t- 1) bzw. B(t) = B(0):q'. 


t 0 1 


gu ssa rac ЕБЕ КҮРЕШ 
B( | 3200 | 3328 | 3461 | 3600 | 3744 | 3893 | 4049 | 5123 


B(12) ist das Babygewicht 12 Wochen nach der 
Geburt. 

c) Die prozentuale Änderung (Abnahme) von Jahr 
zu Jahr beträgt p = -0,5. Es handelt sich um expo- 
nentielles Wachstum (exponentielle Abnahme) mit 
dem Wachstumsfaktor q = 1 + p = 0,5. 

Es gilt B(t) = q-B(t- 1) bzw. B(t) = B(0)-qt. 


3: 
125000 


t 0 1 2 
B(t) | 1000000 500000 250000 


EE Feet 12 
B()| 62500 | 31250 | 15625 244 


В(12) sind die Schulden nach 12 Jahren. 


5 а) q=1,2; B(6) = 200-126 = 597,20 
b) p = 0,25; q = p +1 = 125; 

B(6) = 200-1,256 = 762,94 

c) p=-015; q = p + 17 0,85; 

B(6) = 200:0,85% = 75,43 

d) q = 0,92; B(6) = 200-0,926 = 121,27 


EO 


6 а) 150mm + x: 0,4mm 
b) 4125 Lagen 


7 Esdroht Führerscheinentzug, er hat noch 
0,4596o Alkohol im Blut. 


8 nach einem Jahr: 15 
nach drei Jahren: 375 


nach zwei Jahren: 75 
nach vier Jahren: 1875 


9 DINA3: 1255dm? 
DIN A5: 3,125 dm? 


DINA4: 625dm? 


10 a) 354 Jahre b) in 146 Jahren 


11 a) Die Aussage stimmt annähernd. (Der Wachs- 
tumsfaktor nimmt von 0,887 auf 0,866 ab.) 

b) Der Luftdruck nimmt durchschnittlich um ca. 
12,2596 ab. 


12 a) nach 29 Tagen b) nach 29 Tagen 


3 Exponentialfunktionen 
Seite 1@2 em —— M 


1 а) f(x) = 3*, monoton zunehmend 
b) f(x) = 0,25", monoton abnehmend 


©) f(x) = V6", monoton zunehmend 


x 
d) f(x) = 6) ‚ monoton abnehmend 
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Für 2 <х < 4 wächst die Funktion g(x) = x? 
stärker. Für x > 4 wächst die Funktion f(x) = 2* 


Die Graphen ergeben sich aus der jeweiligen Werte- 
tabelle. 


3 orange: a = 0,25 grün: a = 0,5 
rot: a=1,5 blau: а= 2 
A 


EXE 
sono | 1| 4 | ° | % | 2 
t9oem| í | 2 |a | s | % | 32 
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5 a) E = 198721; t(4.) = 19,8298; 
(д) = 196610; (16) = 19,3277; #1) = 19 


b) f(-1) = 210526: f(-2) = 221607; f(-3) = 23,3270 
c) tägliche Abnahme: 5% 
wöchentliche Abnahme: 30,17% 


6 а) (3) b) (1) с) (4) d) (2) 

7 aaf() — b)a?-fQ) 9 Daf 

d) dëi e) (foo f) ni 

8 Die Funktion ist jeweils zunehmend für: 

a) a> 0 b)a«0 das? DEER 


Bei jeweils umgekehrtem Relationszeichen ist die 
Funktion abnehmend. 


4 Bestimmung von Exponentialfunktionen 


Seite 15:2 me oe 
1 aa={;b=5 ba-2; b-1 
9a-V2; b= 2 Ф а= 5; ь= 5 
е) а= 2; b-25 f) а= 3; b = 768 

а 


2) а= ya; b-75-/5 


i) a- Vt 


4 а) Ех) EE 2° b) f(x) = 45 


ЕНЕН НН Н 


А 
T 
- b) 
+ 


Die Sraphen der Funktion fo) = 5 de | und 
fo) = 5 EE | gehen aus dem Graphen der Funktion 


fx) = Gr wie folgt hervor: 

H ғо) = A8 |: Der Graph von f(x) = G B wird in 
y-Richtung um den Faktor 1 z gestaucht. 

H fo) = 5 EE J: Der Graph von f(x) - G | wird їп 
y-Richtung um den Faktor š 5 gestreckt. 

Die Graphen der Funktionen f(x) = 5 1.2)" б und 


f(x) = BEI gehen aus dem Graphen der Funktion 


too = DÉI" wie folgt hervor: 


- 169 = 1 2]: Der Graph von git = DÉI wird 


in y-Richtung um den Faktor = 2 z gestaucht. I D HHH H Ë 
+ fx) = ШЕ IT : Der бгарһ уоп +5 Г 
үз od 1 RSR? FEE + 
#0) = G) wird in y-Richtung um den Faktor 5 [1 i | | 
gestaucht und іп x-Richtung um 1 nach rechts 7 
t 
verschoben (bzw. in y-Richtung um den Faktor š HERE Г 
gestaucht). -HHHH44- 15 LLL 
zs + m 
3 Fig.1: f() = 2-3*, Fig. 2: f(x) = 0,5-5*, 1 | LLL HE 
d MS o Г T 
нез fo) = 4:49, Pa & 9 = Í) НЕННЕ 
Bäi "E "T "TI f IT T0 17 Lx d 
Wee i I 
E lj x 
-61-54-44-34-24-1-9|--1--2-1-3--4 L5 ]-62- 
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1-61-51-44-3.1-21-119--12-2-I-3--4--53-6 


5 a)jf(0-b 
Es soll gelten: f(1) = b-a = 3000 = 0,6-f(0) = 0,6b. 
Damit ergeben sich a = 0,6 und b = 5000. 


Beleuchtungsstärke (in Lux) | | 


— ER ER G! It 


Tiefe (in m) ТТ 


b) Aus dem Graphen liest man ab: 


Beleuchtungsstärke (in Lux) | 2500 | 1250 | 
Tiefe (in m) | 14 | 27 | м | 54 


Nach jeweils ca. 1,4m halbiert sich die Beleuch- 
tungsstärke. 


6 а) a28= 0,5; a = 2%/0,5 = 0,9755 
Anzahl der Jahre — Masse (in mg): 
#0) = 100-(2Y0,5) 

b) 29,0 те 


7 а) ит 31,43%; ((1 - 0,91*)-10096) 
b) Zeit (in тіп) — Schaumhöhe (іп ст): 
f(x) = 10-0,914х 


Schaumhöhe (in cm) 


Zeit (in min) 


ТФА] 08-12—16]-2—-24-28- 
1105 | 


154 у Exponentialfunktionen 


625 | 32 


c) Nach der Skizze liegt die Halbwertszeit etwa bei 
1105. Somit liegt sehr gute Bierschaumhaltbarkeit 
vor. 


Seite 147 == eme 


8 Nach einer Stunde hat sich die Anzahl der Bak- 
terien vervierfacht. 
Zeit (in h) — Anzahl der Bakterien: f(x) = 100-4* 


9 Nach 2 Stunden (= 120 min) hat sich die Tempe- 
raturdifferenz dreimal halbiert und beträgt 1,75°. 
Ansatz: f(x) = 14-a* (x in h) 

1,75 = 14-a2, also a = /0325 = 0,354 

Zeit (in h) — Temperaturdifferenz (in Grad): 


f(x) = 14-0325 * 


10 a) 

Zeit (ins) КИАКЛЕЛЕЛЕ ЭЛЕ 
Amplitude (nom 36 | 18 | 09 | 04 | 02 | o | 
Die Amplitude halbiert sich alle 10 Sekunden. 

b) a = 0,5; b = 36 

f(x) = 3,6-0,5% 


11 a) 


T T Prozentsatz am ursprünglichen 
T лоо Stickstoffgehalt 


` Zeit (in min) 
10--20 -30 |-40--50-—60--70--80--90-——— 


b) Die Anzahl der Minuten seit Beginn der Mes- 
sung wird mit x bezeichnet. Zwei Zeitpunkte n 
und n*1 sollen 10 Minuten auseinanderliegen. 
Es ist also n = 16 . Wenn B(n) den Bestand zum 
Zeitpunkt n sadi also den Stickstoffgehalt in 96, 
so liegt exponentielles Wachstum vor, wenn der 


А . Bm n 
Quotient q = Gen ris ist. 
von n=0 bis n=1: q= 100 = 0,523 


von n=1 bis п= 2: q= 523 ^ 0,461 
уоп п=2 bis n=3: q= зд = 0,581 


von n=3 bis n = 4: ac onn 
von n =á bis n=5: q= geng 


von n=5 bis n=6: q-3-06 


Der Wert für q schwankt um 0,52. Die Messwerte 
legen ein exponentielles Wachstum (hier eine Ab- 
nahme) nahe. 

c) Funktionsgleichung: f(x) = 100-0, 525 

Damit ergibt sich: 

x o [о [20 | 30 | a | 50 | 60 
ml 100 | 52 |=270|=141| =73 | =38 | =20 


5 Ig(6)= 0,78 

c) Ig(600) = 2,78 

e) log; (42) = 172 

g) logos (10) = - 332 


b) 18(60) = 1,78 

d) log; (5*) = 9,29 
f) logos (0, = 332 
h) log; (10) = 3,32 
6 ai bo 


о -1 d) n e) -n 


7 a)log,(8)=3; log 2) - 


log; (8) = an 
b) log,(b)=x = a*=b 


Die Messwerte werden also näherungsweise 
beschrieben. 


5 Logarithmen 


elteren an 


1 а) 3 = log,(64) b) 2 = log,(49) 

9 -2= log;(4) d) -3 = log, (27) 
Ж 

е) 0,5 = їорз(6) f) 0 = log;(1) 

g-6- log c (soo) h) y = log,(z) 

2 а)53=125 b) 571 = 0,2 

0) 51=5 d) 59-1 

е) 053-8 f) 0,22 = 0,04 

g) (У2) “= 025 DIER 


3 а) log,(64) = 6, da 26 = 64 ist 
b) Ig(1) = 0, da 109 = 1 ist 


©) log;(V3) =} da3i- уз ist 
d) log;(7) = 1, da 7! = 7 ist 
e) log, (4) =-4, da 23 = x ist 
E z 
f) ов: (55) = -4, da5?- + ist 
zt rbi 
g ое) = -5 da6 3 ve ist 


h) log, (2) = -3, da (V6) = ist 


4 a) log, (9^) = log, ((32)*) = log, (35) = 8 

b) lg (1055) = 1,5 

©) log, (1257) = log; (53) ) = log; (5:3) = - 

d) log, (a?) = 3 

е) log, (2200) = log, ((22)"°°) = log, (4199) = 100 

f) lg(10720) = -120 

8) logos 25) = logos ((0,571)*) = loga 5 (0,5-5) = -5 


h) log,[V27 7) = 108; (32) ) = Ee =-3 


1 1 
a=b* log, (a) = x 
Somit gilt: log, (b) = kan: 
8 a)b=5 b)b=7 
c) Ь= 0,5 = 271 d)b=5 
е) а = 81 f) а= 64 
в) а= 27 h) a = 0,0001 


Seite-454_ ан EE) 
9 а) 18(3) +18(х) 

b) 1 + log, (b) + log, (с) 

©) 2lg(u) 

d) log,(2) + 1+ 2log,(b) 

е) log, (5) + log, (е) - log, (f) 

f) log, (u) + log, (у) - log, (w) 

g 3180) (Fehler іт 1. Druck der 1. Auflage: Es muss 
Ig(Vx) heißen. 

h) 1108, (b) 

i) 2log,(x) + 3log,(y) - 2log,(u) - 3log,(v) 
j) -2 - 4log,(b) - 7log,(c) 

k) 2log,(r) + log;(s) + 4log;(t) - 3log;(u) - 
D {+ $log, (o) + log, (O 


log, (v) 


10 a) 18(2ху) Ы) log,(u) 9 log, (1) = -1 
d) ee, (3) е) Ig(1)=0 f) log, Vx 

g) log, (2) h) lgo2) 

11 3) 0778 b) 1041 с) -0,301 

d) 0230 e) 1,230 

12 а) х= 1,585 b) x = -1,585 


Die Teilaufgaben с) bis е) sind nicht lösbar, da das 
Ergebnis einer Potenz immer größer als null ist. 


13 а) х=9 b) х= 2 с) x = 200 
d) х= а? е) х = 12 f х= 5а 
(Fehler im 1. Druck der 1. Auflage: Es muss auf Веі- 
spiel 3 verwiesen werden.) 


V Exponentialfunktionen L55 


— Schülerbuchseiten 151—153 —— 


14 а) х= и2-үу 


utv 
b)x=u-v 


DN HIN 
98-4 = х= 
d) x(u? + у2) = 1 == х = Yu2 + v2? 


15 Essei: (1) x=log,(u) und у = Іо, (у). 
Dann ist: (2) u = ах und у = ау. 
Aus u:v = a*:a folgt: 
(3) log,(u:v) = log, (а-у), 
log,(u:v) = x - y. 
Einsetzen von (1) in (3) ergibt: 
log, (u:v) = log, (u) - log, (V). 


16 a) 3. Logarithmengesetz: 


log, (1) = log, (u) = - 1-log, (u) = - log, (u) 
2. Logarithmengesetz: 
Wegen af = 1 ist log,(1)=0 und damit ist 


log,[2) = 0 - log, (и). Somit ist log,[2) = -log,(u). 


b) log,(u:v) = log, (u-1) = log, (u) + 10g, (*) 
Wegen 10g,(t) =-log,(v) ist 

log, (u:v) = log, (u) - log, (v). 

9 log, (Vu) = log, lus) = 1-1ов„(и) 


р 
17 (1) 10% = 3 ist die Umkehrung der Annahme 
log4.(3) = š, wobei p und q ganze Zahlen 


sind. 
(2) Beide Seiten der Gleichung werden mit q 
potenziert. 
EI pa 

(3) 10'*/ = 10* = 10? nach Potenzgesetz 
Die Annahme ist falsch. Es ist 10P + 3%, denn 10P ist 
nicht durch 3 teilbar, da die Quersumme von 10? für 
alle p gleich 1 ist. 39 ist aber durch 3 teilbar, denn 
За = 397.3. 
b) Annahme: log, (3) = H wobei p und q ganze 
Zahlen sind 

P 
(02:-3 

Ki. 
(2) 2'9 233 
(3) 2P = 39 
Die Annahme ist falsch. Es ist 2P + 39, da 2? nicht 
durch 3 teilbar und 39 nicht durch 2 teilbar ist. 


с) Annahme: log, (8) = EI wobei р und q ganze 
ñ q 

Zahlen sind 

(3) 4P = 89 

p=3 und а= 2 erfüllen die Annahme. Damit ist 


log, (8) = 8) rational. 
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6 Logarithmusfunktion 


Seite 153 
1 ai 


-20/-16 -12.-8 | 


Umkehrfunktion: f(x) = Іов, (х) 
b) 


&- 6 8.40 112 4144-16 +18 | 
LZ na man 


Der Graph der Funktion g wird an der Winkel- 
halbierenden gespiegelt. Gesucht ist die Stelle, an 
der g() = 2 gilt. 

abgelesener Wert: x = -3 

(Gleichung der Umkehrfunktion: g(x) = 0,8* 
berechneter Wert: x = logos 2) = - 3/106) 


= log; 4-4 


+10 4-12 +14 416 4-18 


b) log; (35) = 4 
Für x >81 sind die Funktionswerte größer als 4. 


1 
108, (3°) = 1 
Für x < /З sind die Funktionswerte kleiner als H 


I 
| 
T 
| 
| 


LLLLLLLLLLLLLLLLI 
b) Wegen log, (b°) = c- log, (b ist 


2-log; (x) = log; (X2). 

Wegen log, (b) = BS ist 2-log; (X) = 2- Ka 
4 а) fx) = logs) b) f(x) = log, (х) 
E е з 
с) f(x) = log, (х) d) fx) = log үз 09 

P 5 - 
е) f(x) = 108100 (X) f) foi: 
g) f(x) = 2,5% h) fx) = 06 
D fo) =10 D #0) = (05) 
5 


а) (1) Р(211): log,(2) = 1, also а= 2 
Analog findet man: (2) а = 3 und > a=6. 


(4) P(4|-1): log,(4) = -1, ES а= 1 
Analog findet man: (5) a = 1. 


6 а) Aus a'- a folgt log,(a) = 1. 

bi Die Lösungen zu Aufgabe 5 bestätigen diese 
Aussage, denn der Graph von (1) verläuft durch 
(211), der Graph von (2) durch (311), der Graph von 
(3) durch (61%), der Graph (4) durch (2 |1) und der 


Graph von (5) durch Ë и ) 


7 a)log,(9) - 3, also а = 9 und a = V9 = 2,08 
b) a = V100 = 
©) а= V3 =113 
4 а1= 0,5 = a=2 
* 
е) а? = V5 = а= 5 
2 
f) а= 4 = а=2 


7 Exponentialgleichungen 


1 а) 1792 b)1555 с)-2722 Ф) -0,804 

е) 0,615 f) -0197  g)-0755 Һ) -0,098 

i) -0,325 j) -2365 49-0477 1) 3770 
1809 

2 а) х= m 010) +11806) +1= = 1,778 

b) x= ES -1= 1,613 
вал _ 1 18017) 

9 1-2х= mr L - 85у) = -0,380 
180) 1 

d) 5х +1 ао) == x= Elg - 1) = -0Л40 

(8). 99 - le á 
е) -x-2= ГОЛ ха) = – 3,02 
0 ак-2= 099 == х=1-[ + 2) = 0960 
18) 1a, 2O 
g) - 3144-75 i os 
Kl 9. 

P 5-x*jg — X7 5* ia 5792 

3 a2x-3-1—x-2 

b) 216 = 63 

4x-523—x-2 

©) 64-4 


2х-1=3 = x22 

4) 2х+1=х+2 = х= 1 
е) 81 = 3% 

х= -4 

f) 25 = 52 

20х+ 1) = -1 = x--15 
gx-2-j—x-25 


.2 -2 
һ)5х=з = x=# 


A x: Anzahl der Wochen 
Es gilt 12-2* = 30 bzw. 2* = 25. 


E = 464. Es dauert 4 Wochen, 4 Tage, 


12 Stunden und 10 Minuten. 

Seite Abb m EE 
5 а) 100-1,028'5 = 164,39 € 

b) Es muss gelten: 100-1,028' = 200 bzw. 

4028! = 2, also t= E = 254 = 48 + 71. 


lg(1028) - 
Sie muss somit noch etwa 7/1 Jahre warten. 


6 a) Es muss gelten: 80000 €-1,015t = 90000 € 
1g(1125) 
bzw. t= jc gr; * 791. 


Nach knapp acht Jahren ist die Wohnung 90000 € 
wert. 
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b) Es muss gelten: 

B(0)- 1,0151" = 120000€ bzw. B(0) = 95982€. 
Die Wohnung sollte 95982 Є kosten. 

c) Es muss gelten: 60000 €-(1 + p)!* = 80000 € 


bzw. p = "3 - 1 = 0,01814. Die jährliche Wertstei- 
gerung müsste etwa 1,814% betragen. 


7 Esgilt: B(6) = 0,1-B(0) und B(6) = B(0)- q. 


а= 0,15 = 0,6813. Aus q=p +1 folgt für die pro- 
zentuale Abnahme p = - 0,3187. 

Bei jedem Aufspringen vermindert sich die Höhe 
um 31,87%. 


8 Es muss gelten: 

60000000 - 1,03! = 110000 000 -1,01t, also 
(5) 

Nach knapp 31 Jahren haben die beiden Staaten 

etwa die gleiche Einwohnerzahl. 


1,01 6 


bzw. t= = 30,91. 


9 Es handelt sich um exponentielles Wachstum 
mit dem Wachstumsfaktor q = 1,08. 
Ansatz: 2-B(0) = B(0)-1,08". Gesucht ist n. 


ig(2) 
n = 1081,08 (2) = Тє (108) ^ 90 


Das Ergebnis für n hängt nicht vom Anfangs- 
wert B (0) ab. Deshalb verdoppelt sich der Bestand 
in beiden Fállen in etwa 9 Jahren. 


10 a) Wachstumsfaktor: a = 1 - 0,047 = 0,953 
Aus К,-0,953* = 0,5-K, folgt 0,953* = 0,5, also 
х= A = 14,40. Halbwertszeit: 14,4 Tage. 
b) а= 099; 099 = 05 == x= 09 = 
Halbwertszeit: 69,0 S= 
š 205 D). 

c) a = 0,8; 08*- 05 1808) 3,11 
Halbwertszeit: 3,11 Minuten 

ER 
11 70-(0,9) = 50; x = logs, (5) = кэ) * 32 
Nach circa 3,2 Minuten ist der Tee auf 50°C abge- 
kühlt. 


69,0 


12 a) L= [1] 
c) L= De, -3v2] 


b)L={} 
d) L = [V2; - V2] 


13 a) xlg(2) = (x - 1)!g (3) 
xlg(2) = xlg(3) - lg (3) 
lg) 
X" 8) - gG; ^ 2710 
b) (x + 1)!g(7) = 7x-Ig(2) 
xig (7) +1807) = 7xlgQ) 
len 


X = 7180) 180) 


= 0,670 


158 v Exponentialfunktionen 


мү. „Mm 


с) 2ylg(5) = (1 - у)!в(4) 
218(5)-у = -y-Ig(4) + Ig(4) 


" igo o 
Y "emt +21605) ^ 0,301 


а) (22 + 1)Ig(4) = 3zlg(10) 
2-Ig(4)z + lg(4) = 3-2 


ье Ee 
"37 2180) ^ 0335 


€) Ig) + 3t-Ig(1,4) = (t - 1) Ig(2) 


lg(3) + 3l1g(1,4)-t = Ig(2)-t - Ig(2) 
lgQ) + IgG) 


i^i -34g04)^ 5665 
f) lg(4) + (x - j) !g (5) = (x + Dlg(10) 
lg(4) + xlg(5) - lg(5) =х +1 
1105) - lg) ` 
"eg * 364 
g) lg) + 2xlg(6) = (x + 3)!g (11) 
1807) + 2xlg(6) = xlg(1) + 31g (11) 
_ em jem | 
^ 21g( "em ^ 4426 
h) Gx - Dig?) = ох - Del?) 


3х18(0,75) - 2-Ig (0,75) = 2xlg(0,4) - 3-1g(0,4) 
= 21800, 75) - 31g (0,4) 
_ 31g(075) - 218(0,4) = 2242 


14 a) 57-х = 53x-6, x = 325 
35 
b) 23x = DI ; 23x = 2-35, x=- 


15 a) Mit 2**! = 2x-21= 2-2* erhält man 
2* + 3 = 2-2* und daraus 2* = 3 mit der Lösung 
log;(3) = 1,585. 


b) Mit 2*:3* = (2) erhält man (2) = 2 mit der Lö- 
sung log, (3) = -1,527. 
3 


с) Mit 97 = (32)* = 3% erhält man 32-3: = 5 
und daraus 20 = 5. Wegen 3° = 1 + 5 besitzt die 
Gleichung keine Lösung. 

d) Mit 2**1 = 2x.21= 2-2* und 2**? = 2x.22 = 4-2* 
erhält man 2-2* + 4-2* = 48 und daraus 6-2* = 48, 
das heißt 2* = 8, mit der Lösung 3. 


16 a) keine Lösung, da 1*=1 für jeden Wert von x 
b)L=R 

c) keine Lösung, да 1*=1 für jeden Wert von x 

d) 1 = Б, da %=1= 12х*1 für alle x € R 


какса 32 == == = c1 -.. usussa= z - = =c ss=ss=sassssssssSchülerbuchseitens18Zs458:s 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 
Seite 157r num S maa 27. 


1 Allen Aussagen kann man entnehmen, dass sie 
von exponentiellem Wachstum ausgehen. 

Die linke Aussage spricht von einer Verdopplungs- 
zeit von 15 bis 20 Tagen, das entspricht einem 
Wachstumsfaktor von 1,047 bis 1,035 (Zeitschritt 

1 Tag). 

Die mittlere Aussage spricht von einer Verdopp- 
lungszeit von 12 Tagen, das entspricht einem 
Wachstumsfaktor von 1,059 (Zeitschritt 1 Tag). 

Eine Vermehrung des Bestands auf das Sechshun- 
dertfache (rechte Aussage) in 120 Tagen entspricht 
einem Wachstumsfaktor von 1,055 (Zeitschritt 1 Tag) 
und einer Verdopplungszeit von etwa 13 Tagen. 
Vergleich: Da man von verschiedenen biologischen 
Verhältnissen ausgehen muss, kann man von einer 
groben Übereinstimmung der Aussagen ausgehen. 


2 а) Im Jahr 2000 betrug der Anteil der LDC 
80,4% und der Anteil der MDC 19,6%. 
Bevölkerung im Jahr 2010 LDC: 5,59 Mrd. 
Bevölkerung im Jahr 2010 LDC: 1,22 Mrd. 
Bevölkerung im Jahr 2020 LDC: 6,26 Mrd. 
Bevölkerung im Jahr 2020 LDC: 1,24 Mrd. 
Gesamtbevölkerung im Jahr 2020: 7,50 Mrd. 
vermutliche Anteile: LDC 83,5%; MDC 16,5% 

b) Modell I: Der Energiebedarf pro Person steigt 
in den LCD auf 0,6-1,042°kWh, in den MDC 

auf 6-1,01 kWh. 

Gesamtenergiebedarf LDC: 3,76 Mrd. kWh; 
Gesamtenergiebedarf MDC: 7,44 Mrd. kWh 
Modell Il: Der Energiebedarf pro Person steigt in 
den LCD auf 0,6-1,022°kWh, in den MDC fällt er auf 
6-0,99820 kWh. 

Gesamtenergiebedarf LDC: 8,23Mrd. kWh; 
Gesamtenergiebedarf MDC: 9,08 Mrd. kWh 
Modell 111: 

Gesamtenergiebedarf LDC: 5,58 Mrd. kWh; 
Gesamtenergiebedarf MDC: 715 Mrd. kWh 


3 a) 

Geburt 6 Monate 1 Јаһг |1,5 Jahre| 2 Jahre 
Mittelwert|5075cm| 67,5cm | 75cm | 80,5cm | 85cm 
b) 

Geburt bis | 6 Monate | 1 Jahr bis | 1,5 Jahre 

6 Monate | bis 1 Jahr | 1,5 Jahre | bis 2 Jahre 
eh 1675ст | 75cm | 55cm | 45cm 
enr 33% 11% | 7% 6% 
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4 a) a= ao: V2 = 283 cm 

a, = а, V2 = ay:2 = 4cm 

a, = ар: V2" = 2. V7" 

b) Flächeninhalt des n-ten Quadrates: 

An = a2 = 4-2" = A 

Für n > 11 ist der Flächeninhalt größer als 

1m? = 10000 cm? (A,, = 8192cm?; A] = 16384 cm?). 


5 а) Nach dem Strahlensatz beträgt die Seiten- 
länge des nächstkleineren Quadrates neun Zehntel 
der Seitenlänge des Vorgängerquadrates. 

a, = 0,9-a = 9cm; a, = 09-a, = 81cm 

a, = 0,9^-10cm 

b) Der Flächeninhalt ist kleiner als 1mm?, wenn die 
Seitenlánge a, kleiner als 1mm ist. 

Dies ist der Fall für 

n > 43 (адз = 0Л1ст; av, = 0,097cm). 


6 a) f(t) = 71,7.1,0175t 

f(10) = 84,6; f(20) = 100,6 

Im Jahr 2010 erwartet man etwa 84,6 Millionen 
Einwohner, 2020 etwa 100,6 Millionen. 

b) f(-5) = 65,2; f(-10) = 59,8 

1995 gab es etwa 65,2 Millionen Einwohner, 1990 
etwa 59,8 Millionen. 

c) f(t) = 90 ergibt t = 13,6. 

Im Laufe des Jahres 2013 wird Agypten laut der 
Prognose die 90-Millionen-Einwohnergrenze durch- 
brechen. 


7 a)f(x) = 2-3‹ 
R liegt auf dem Graphen von f. 
x 
b) #0) =3-(4) 
R liegt nicht auf dem Graphen von f. 
c) f(x) = 4х 
R liegt auf dem Graphen von f. 


8 Bei der Funktion, die zum blauen Graphen ge- 
hört, ist der Wachstumsfaktor am größten, bei der 
Funktion, die zum grünen Graphen gehört, ist er am 
kleinsten. 


9 Eine Streckung des Graphen von f lásst sich be- 
schreiben durch g(x) = b-a* = а°®®).ах = aeg, ^x, 
Dies ist gleichbedeutend mit einer Verschiebung 
des Graphen in x-Richtung um – 108, (b). 


10 а) y=2 b)y=-3 
f а= уз 


dy--3 
х= 35 


с) у= -3 


е) а= 3 g) х= 81 


V Exponentialfunktionen L59 
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= 0,72 


f) 1-х = gag; X 
séet ‚jenem, 


1в (1,5) +1) = 110 


h) x= AS. 2]= -029 
D (х+1)18(5) = 2xlg(8) 


lg(5) en 
21808) -lg(5) ` 063 


p 3xlgQ,8) + xIg(1,5) = Ig (0) 


1 
X= gaa 18015) ^ 066 
k) Ig(0,4) + x:lg(32) = (Зх - 01g(2) 
_ aisem _ 
3180) - 1632) ^ -024 
1) 4xlg(3) + xlg(4) = (x + 2)16(5) 


218(5) á 
aig +1800) 1809) ^ 077 


х= 


х= 


12 a) Streckung des Graphen der Funktion in 
y-Richtung um den Faktor 4 bzw. Verschiebung in 
x-Richtung um -2. 

b) Streckung des Graphen der Funktion in 
y-Richtung um den Faktor 2 bzw. Verschiebung in 
x-Richtung um -1. 

c) Verschiebung um 1 „nach oben“. 

d) Quadrieren der Funktionswerte von x — = 2*. 


13 а) 1- 3x = 1008 

x = 3(1- 4008) = -1,77 

b) x? - 24 = 103 

X? = 1024; x, = 32 und x; = -32 
с) x-12225 

х = 6,66 

d) 1- x = 3-03 

x=1- s = 028 


14 a) Eine Seifenlauge mit einer H*-Konzentration 
von 2-10-85 те hat einen pH-Wert von 
-lg(2-10755) = 82. 
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b) Die H*-Konzentration des sauren Regens beträgt 
10724 то, die H*-Konzentration von neutralem Was- 
ser 1077 "9, 


Wegen 102? z 7 = 10% = 398107... ist die H*-Konzen- 
tration des sauren Regens um etwa das 40000-Fa- 
che gegenüber derjenigen von neutralem Wasser 
erhöht. 


15 Substitution: u = 10* 
Man erhält die quadratische Gleichung 

- 5и +4 = 0 mit den Lösungen 4 und 1. 
Die Exponentialgleichungen 4 = 10* und 1 = 10% 
haben die Lösungen Ig(4) und 0. Also hat die gege- 
bene Gleichung zwei Lösungen, nämlich 
Ig(4) = 0,602 und 0. 
b) Substitution: u = 3* 
Mit 3%+1 = 3.31 = 3-(39? und 3%*2 = 3-32 = 9.3* 
erhält man die quadratische Gleichung 
Зи? + 180 - 648 = 0 bzw. u? + би - 246 = 0 
mit den Lösungen 12 und -18. 
Die Exponentialgleichung 12 = 3* hat die Lösung 
log;(12), die Exponentialgleichung -18 = 3* hat kei- 
ne Lösung. Also hat die gegebene Gleichung genau 
eine Lösung, nämlich log; (12) = 2,262. 
C) Substitution: u = (V5) 

x 

Mit 501 = 50.51 = 1.(05)) = 1-((v5 Y 
und IST ?= (уб) -(V5)? = is) erhält man 
die quadratische Gleichung 
Zu - 204и + 04 = 0 bzw. Ш - 102u + 2 = 0 


mit den Lösungen 10 und 0,2. 
Die Exponentialgleichungen 


10 = (/5)° und 0,2 = (V5) 
haben die Lösungen log, (10) und log z (0,2). 


Also hat die gegebene Gleichung zwei Lösungen, 
nämlich log (10) = 2,861 und log (0,2) EEN 


16 a) Länge a, nach dem ersten Schritt: 
a = за = ša 
Länge a, nach dem zweiten Schritt: 
1.4.4 4 AV 
а, =16-а = {-($а) = 3a, = (3) -a 
n 
b) Länge a, nach dem n-ten Schritt: a, = () а 


Länge einer zunächst 6,25 cm langen Strecke nach 
20 Schritten: 


= II az cm = 1970,9ст = 19,707m 
9 Aus (5) -a = 1002 
(в = 106-a; (8-а e 1099-3) 


ergibt sich n = 16,0078... (n = 48,0235...; 
n = 400,1961...). 


Nach 17 Schritten ist der Streckenzug erstmals 
mehr als 100-mal so lang wie die Anfangsstrecke a. 
(Entsprechend: nach 49 Schritten erstmals mehr als 
106-mal so lang; nach 401 Schritten erstmals mehr 
als 1059-mal so lang) 


Exkursion: Halbwertszeiten 
5ейеЛ62ж=в с=з nn 


1 a) Dies dauert jeweils drei Halbwertszeiten. 

Bei 1131 sind das 24,06 Tage, bei Cs137 sind es 90,51 
Jahre. 

b) Nach zehn Halbwertszeiten liegt bei beiden Stof- 
fen noch der Anteil Е = 0,00098 = 0,098% vor. 


2 а) Es gilt B(30) = B(0)-q?". 

Aus Fig. 1 liest man B(30) = B(0) ab. 
Es gilt also B(0)-q?? = 2B(0) und damit 
а= Ë = 0,977. 


b) Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne in Pro- 
zent: B(n) = 10096-0,977^ (n in Jahren) 


Jahr 0 10 20 30 40 50 


Menge | 100% |79,24% |62,79%| 50% |39,43% | 31,24% 


Jahr 60 70 80 90 100 


Menge | 25% |19,62% 15,54% | 12,5% | 9,76% 


c) Es soll gelten: 
0,05 = 1-0,977^, also n = 180,977 ^ 128,7. 

Nach etwa 129 Jahren werden nur noch 5% des frei- 
gesetzten Cäsiums in der Umwelt vorhanden sein. 


1g(0,05) 


3 a) Nach 24000 Jahren ist noch die Hälfte, nach 
48000 Jahren noch ein Viertel der Ausgangsmenge 
vorhanden. 

b) Nach zwei Halbwertszeiten, d.h. nach 48000 Jah- 
ren, ist noch ein Viertel des Plutoniums vorhanden. 
Nach drei Halbwertszeiten, d.h. nach 72000 Jahren, 
ist noch ein Achtel des Plutoniums vorhanden. Das 
sind sehr lange Zeitráume. (Zum Vergleich: Man 
schátzt das Alter des Homo Sapiens auf einige 
100000 Jahre.) 


BEill: . 0.02 0l 0 sss — — “ssszissss]ususaSchülerbuchseitena159x063s= 


Die Aussage aus dem Artikel ist falsch. Das Plutoni- 
um wird sich niemals in eine nicht mehr strahlende 
Materie verwandeln. 

Es ist weiter zu beachten, dass die Zerfallsprodukte 
von Plutonium ebenfalls radioaktiv sind. 


Seite 1: mem mer 
A Nach 5730 Jahren (eine Halbwertszeit) sind 
noch 50% Prozent vorhanden. 


Nach 11500 Jahren (ca. zwei Halbwertszeiten) sind 
noch 25% Prozent vorhanden. 


5 12,5% ist ein Achtel des Ausgangswertes. 
Es sind also 3 Halbwertszeiten, d.h. 17190 Jahre, 
vergangen. 


6 53% entsprechen nicht ganz einer Halbwerts- 
zeit. Ötzi hat vor etwas weniger als 5730 Jahren 
gelebt. 

7 siehe nächste Seite 

8 Für den Gehalt an C-14 in Prozent nach n Jahren 
gilt: B (n) = 10096- 0,999 879" (vgl. Aufgabe 7). 

Für B(n) = 6396 ergibt sich n = 22847 Jahre. 


9 Figur von Gónnersdorf: etwa 15400 Jahre 
Figur von Lespugue: etwa 24000 Jahre 
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7 Es gilt 0,5-B(0) = В(0)- 45730, also q = °°%/0,5 = 0,999879. 
Man kann mit dem Wachstumsfaktor q (Zeitschritt: 1 Jahr) oder mit dem Wachstumsfaktor 
Q = 9190 = 0,866062 (Zeitschritt: 1000 Jahre) rechnen. 


1 Halb- 


Jahre 0 1000 2000 | 3000 4000 5000 меган 6000 7000 8000 9000 10000 

Gehalt | 100% | 886% | 78,596 | 69,56% | 61,63% | 54,6% 50% | 48,38% | 42,87% | 3896 | 33,65% | 29,82% 
2 Halb- 3 Halb- 

Jahre | 11000 | werts- | 12000 | 13000 | 14000 | 15000 | 16000 | 17000 | werts | 18000 | 19000 | 20000 | 21000 | 22000 
zeiten | тейеп 

Gehalt | 26,42% 25% |2341% 20,74% 18,38% 16,28% 14,43% 12,78% | 12,5% |11,33% 88% | 6,99% 


44444444 4 + 4-44 
lorhandenes C-14 (in Prozent) L TT T 14 HH 
RAS - T: 

| 

T 

| 

| 


jahr (in Tausen ) 


TE -9-10--0- 12-13-44 45-16-1418 At 
lbwertszeit . Halbwertszeit | СООЗ. Halbwertszeit 1" 
И Ыс ыыы ыда ш "NET r 1 + 


i 
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VI Modellieren 


1 Modellieren von Wachstumsvorgängen 


Seite 171 . 


1 а) Die Messreihe beschreibt einen linearen 
Wachstumsprozess. 


EDIT ИШ TESTS] [ГїпбезСах+ 
d АГИШ E 


tats 

2-Чаг Stats 
ed-Med 

SAL inReglaxtb) 
1QuadRes 


&:CubicReg 
74+QuartRes 


LinReg 

u-axtb 

3. 932317073 
b=1. 504268293 


L! 


Funktionsgleichung: B, (t) = 3,53232t + 1,50427 
Der Vergleich der mit der Funktion B, berechne- 
ten Werte mit den gegebenen Originaldaten zeigt 
insgesamt geringe Abweichungen, bei denen der 
„Аигеї$ег“ bei t= 4 auffällt. Der berechnete Wert 
B,(á) weicht vom Tabellenwert 12,9 deutlich nach 
oben ab, alle anderen berechneten Werte liegen un- 
terhalb der entsprechenden Messdaten. 
t (in h) [a T»! ¿| ° [| 8 
B(t) 
(Original- 58 | 92 | 129 | 236 | 302 
daten) | | 
DO | 
(berechnet) | 
B(t) - B,() 
(Abwei- 0763 | 0,631 | -2734 | 0,902 | 0437 
chungen Sa | 
B,(t) 
(berechnet 
ohne „Aus- 
reißer“) 
B(t) - В,(0 
(Abwei- 0,012 


chungen) 


22,698 


5,788 | 9,299 |(16,322)| 23,345 | 30,368 


-0,099 (-3,422)| 0,255 | -0,168 


Lässt man den ,Ausreifier" bei der Regression un- 
berücksichtigt, so erhält man eine korrigierte Funk- 
tionsgleichung B;(t) = 3,51145t + 2,27634. Die mit 
B, berechneten Werte streuen nur geringfügig um 


die jeweiligen Originaldaten, der „Ausreißer“ wird 
dabei ignoriert. 
inReS 

a=ax+b 

a=53. 511450382 
b=2. 276335878 


b) Die Messreihe beschreibt einen exponentiellen 
Wachstumsprozess. 


D 


IT 

CubicRes 
QuartRes 
КЫ БЕРДЫ 


:Purke3 
B4Losistic 


Funktionsgleichung: В,(ї) = 3,463 22-1,40100* 

Der Vergleich der mit der Funktion В, berechneten 
Werte mit den gegebenen Originaldaten zeigt ins- 
gesamt geringe Abweichungen. 


LS 8 12 | 15 


t (in h) 4 
BA) | 
(Original- 13,4 18,9 501 199,5 | 546,2 
даїеп) | 


P | 
8,0 13,342 | 18,693 198,04 | 544,58 


(berechnet) | 
Pm - B,(t) | 
(Abwei- 0,058 | 0,207 | -0,303 | 146 1,62 
chungen | 


51,403 


Hinweis: Bei entsprechender Anlage des Unterrichts 
können die Funktionsgleichungen zu a) und b) auch 
ohne den Einsatz des GTR bestimmt werden. 

Zu a) bietet sich eine Ausgleichsgerade 

durch die Punkte (219,2) und (8130,2) ап: 

B,(t) = 3,5% + 22. 

Auch bei dieser Vorgehensweise wird die Rolle des 
,Ausreifers" (4112,9) deutlich und kann Anlass für 
eine Korrektur der Funktionsgleichung sein. 

Bei b) ergibt sich bei Verwendung der Wertepaare 
(4113,4) und (151546,2) aus dem allgemeinen 
Ansatz В,(0) = с-а! für c=3,48, für a = 140083. 
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2 а) lineares Wachstum (Abnahme) e) lineares Wachstum (Zunahme) 


RTE 


4-—5-—6--7--8—-9—-10--11-—- 
b) exponentielles Wachstum (Abnahme) 1-7 


H-H 
IT 
Ll 

| 
1 


r1 
f) lineares Wach 
LI 


T 


stum (Zunahme) 


| 


IT 


L-14-2-2- 34-52-61 I-84-9- 10-1417 
©) exponentielles Wachstum (Zunahme) 


4124343456478 0171-11 


3 a) Es handelt sich um einen exponentiellen 
Wachstumsprozess, bei dem das Gewicht G (t) des 
| Ë | Ferkels (in kg) von Woche zu Woche um 4% zu- 
RÉG Е П я Еа RE ERR SR RR RRE I I nimmt. Mit t für die Anzahl der Wochen ergibt sich 
] ш 88 ES E IS B VU KR B S H RI B B YIN! das Wachstumsgesetz G(t) = 10-1,04t. 
I Gewicht б (in kg) LTT T eg 


| 
98 Ва ЗЕ EEE Keck 


901 
d) exponentielles Wachstum (Abnahme) 


1-5--10--15--20--25--30--35--40--45--50- 
b) Gewicht des Ferkels nach 50 Wochen: 

6 (50) = 10-1,04°° = 71,07 (vgl. Abbildung zu a)) 
Das Ferkel wiegt nach 50 Wochen etwa 71kg. 

| I Das Ergebnis ist realistisch, wenn die wóchentli- 
1423-2315 161 7-1-8-1-9—-10--11--1- che Gewichtszunahme von 496 über 50 Wochen 
gleichbleibend Bestand hat. Diese Voraussetzung 
kann durch entsprechende Lebensbedingungen, 
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insbesondere durch die Fütterung, näherungsweise 
erfüllt werden. 

c) grafische Lösung (vgl. Abbildung zu a)): 

Nach etwa 41 Wochen wiegt das Ferkel 50kg. 


rechnerische Lösung: 10-1,04' = 50, also 


lg(5) 
t = log, (5) = ебу 7 4104 


Die Rechnung bestätigt die grafische Näherungs- 
lösung. 


Die grafische Darstellung der Daten zeigt einen 
leicht linksgekrümmten Verlauf, sodass eher von 
exponentiellem als von linearem Wachstum auszu- 
gehen ist. 

lineare Regression: 


L(t) = 1,26025t + 27,61821; t in Jahren nach 1860, 
L(t) in Mio. 
exponentielle Regression: 


E(t) = 32,67579-1,02067*; t in Jahren nach 1860, 
L(t) in Mio. 
Vergleich der Berechnungsmodelle: 


Jahr 1860 | 1870 | 1880 | 1890 

t (in Jahren 

nach 1860) ? 0 | ы 20 
+ 


Bevölkerungs- 
zahl B(t) 
(in Mio.) 


Li) 


(in Mio.) | 
Bo - L(t) 3,81 -040 | -266 | -248 
Em | 

(in Mio) 3268 | 4009 | 4919 | 6036 
B(-E( | -125 | -027 | 097 2,59 


Jahr 


t (in Jahren 

nach 1860) 40 50 60 
Bevölkerungs- 

zahl B(t) 75,99 91,92 105,71 
(in Mio.) 


И] А 
(in Міо) 78,03 90,63 103,23 
B(t) - L(t) -2,04 129 2,48 


Em 
SI | 7406 | 9086 | 11149 
B()-E(Q | 193 1,06 -578 


Das lineare Berechnungsmodell L weicht von 

den tatsáchlichen Bevólkerungszahlen für gro- 

ße und kleine Werte von t nach unten ab, für 
mittlere Werte von t liefert es dagegen zu große 
Funktionswerte. 

Beim exponentiellen Berechnungsmodell E erge- 
ben sich eher unregelmäßige Streuungen um die 
tatsáchlichen Bevólkerungszahlen herum. Der Rand- 
wert für 1920 fállt deutlich zu grof$ aus. 

Summiert man jeweils die Betráge aller Abwei- 
chungen, so wird erkennbar, dass das exponentielle 
Berechnungsmodell insgesamt etwas besser zur 
Beschreibung der Bevólkerungsentwicklung geeig- 
net ist. 

Summe |B(t) - L(t) |: 

3,81 + 0,40 + 2,66 + 2,48 + 2,04 + 129 + 2,48 = 15,16 
Summe |B(t) - E(t) |: 

1,25 + 0,27 + 0,97 + 2,59 + 1,93 + 1,06 + 5,78 = 13,85 
b) Dem Jahr 1790 wird t = 1790 - 1860 = -70 zuge- 
ordnet. 

Funktionswerte L(-70) und E(-70): 

L(-70) = 1,26025- (-70) + 27,62 = - 60,6 

E(-70) = 32,676 -1,020777 = 7,8 

Der Vergleich mit B(-70) = 3,93 bestätigt die Über- 
legungen zu a): 

Wegen L(-70) < 0 ist das lineare Berechnungsmo- 
dell für den betrachteten Zeitpunkt nicht anwend- 
bar. Das Bevölkerungswachstum kann besser durch 
ein exponentielles Wachstumsgesetz modelliert 
werden. 

Allerdings zeigt die deutliche Abweichung von 
E(-70) gegenüber B (- 70), dass das für den Zeit- 
raum von 1860 bis 1920 entwickelte Wachstumsge- 
setz nur bedingt auf weit davon entfernt liegende 
Zeitpunkte übertragen werden kann. 
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Die grafische Darstellung der Daten lässt ein expo- 
nentielles Zerfallsgesetz vermuten. 


Schaumhóhe h(t) (in cm) in Abhängigkeit von der 
Zeit t (in s): h(t) = 9,91947-0,996 00t 
Halbwertszeit: Р 

1 180,5) 
Kik logosssool) = 180099600) ^ 172,9 
Nach etwa 1735, also nach deutlich mehr als 1105, 
ist die Hälfte des Schaums zerfallen. Die Schaum- 


qualität des Bieres kann also als „sehr gut“ bezeich- 


net werden. 


Die geringe Anzahl von Messwerten, die zudem als 
„Paare“ angeordnet sind, lässt nur mit Einschrän- 
kungen eine mathematische Modellierung zu. 

Der Sachzusammenhang lässt ein exponentielles 
Zerfallsgesetz vermuten. 


Schaumhóhe h(t) (in cm) in Abhängigkeit von der 
Zeit t (in s): h(t) = 9,33811-0,99227t 
Halbwertszeit: iut 
н” 1080952273) = en) 
Nach etwa 895, also nach weniger als 1105, ist be- 
reits die Hälfte des Schaums zerfallen. Das Bier hat 
somit keine gute Schaumqualität. 


= 893 


6 ai 
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Funktionsgleichung: f(x) = 5159 00 -1,019 23* 

b) Die Wertepaare (016,0), (714,5) und mit Ein- 
schränkungen auch (18 |7,0) werden durch die ex- 
ponentielle Regression nur bedingt erfasst. 

Sie können als „Ausreißer“ bezeichnet werden, de- 
ren Mitberücksichtigung zu einer Beeintráchtigung 
der Modellierung aller anderen Wertepaare führt. 
c) Modellierung ohne (016,0): 


ш 
n 
coc 
en 
Dep 
Pong 
CAO 
Е 


Funktionsgleichung: #, (х) = 4,87810 -1,023 58* 
Modellierung ohne (714,5): 


ExPReg 
=a*b 


m 

ш 
un 

Сл! 
COCA 
Л 3 
Wl? 
on 
о 
лг 
hs 
CAO. 
AM 


Funktionsgleichung: #, (х) = 5,356 59-1,01779* 
Modellierung ohne (18 |7,0): 


B 


Funktionsgleichung: f, (х) = 5,132 62 -1,020 28* 
Modellierung ohne (016,0) und ohne (714,5): 


А 


Funktionsgleichung: f, (х) = 5,116 33 -1,02125х 
Modellierung ohne (016,0), ohne (714,5) und 
ohne (18 |7,0): 


Funktionsgleichung: f; (х) = 5,055 51:1,023 35* 


Bleiben „Ausreißer“ bei der Modellierung unberück- 
sichtigt, so verbessert sich zugleich die Qualität der 
Regression für die verbleibenden Wertepaare. 

d) Treten innerhalb einer Messreihe erkennbare 
„Ausreißer“ auf, so sollten diese bei der Modellie- 
rung unberücksichtigt bleiben, um die Qualität des 
Modells für die verbleibenden „zuverlässigen“ Wer- 
tepaare zu erhöhen. 


WER ZE) 


7 Die grafische Dar- 
stellung zeigt, dass die 
Messreihe mit hoher 
Genauigkeit mithilfe der 
Funktion f: t — 0,2-1,1t, 
t in Tagen, modelliert 
werden kann. 

Mit t=7w, w in Wochen, ergibt sich die Gleichung 
g(w) = 02-117" = 0,2- (117)". 

Zum Beispiel ergibt sich für den Bestand nach vier 
Wochen: g(4) = 0,2- (117)* = 0,2-1/128 = f(28) = 2,88. 
Da die Datenreihe ausschließlich Daten in zeit- 
lichem Abstand von jeweils sieben Tagen enthält, 
kann der Wachstumsfaktor auch als Mittelwert der 
gegebenen wöchentlichen Verfielfachung berechnet 
werden. Es ergibt sich ein Wachstumsfaktor von 
etwa 1,9488, welcher dem Wert 1,17 = 1,9487 sehr 
nahekommt. 


Y=2.BB419B7 
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8 Die grafische Darstellung der Messreihe lässt 
vermuten, dass die Temperatur T (in °C) linear mit 
der Tiefe y (in m) anwächst: 


Т(у) = 0,04245у - 0,79144 

Funktionswert an der Stelle 350: 

T(350) = 0,04245-350 - 0,79144 = 14,1 

Deutung: Auf der Grundlage der linearen Regressi- 
on kann davon ausgegangen werden, dass in 350m 
Tiefe eine Temperatur von etwa 14,1°C herrscht. 


9 а) Fig. 1 auf Seite 173 im Schülerbuch lässt ver- 
muten, dass die Messreihe für 0 5 1 = 8 durch ein 
exponentielles Wachstumsgesetz modelliert werden 
kann, für t š 8 dagegen eher durch ein lineares 
Wachstumsgesetz. 

exponentielle Regression für 0 = t = 8: 


В,(0) = 0/70 27 -1,65873:; 05158 
lineare Regression für t š 8: 


B,(t) = 0,260 14t + 471981; t28 

b) Die grafische Darstellung der Messreihe zeigt, 
dass der Prozess für 0 š 1 5 8 durch eine Exponen- 
tialfunktion mit einer Basis größer als 1 modelliert 
werden kann (exponentielle Zunahme), für t 2 8 
ist eine Exponentialfunktion mit einer Basis kleiner 
als 1 geeignet (exponentielle Abnahme). 
TEL 


т 05158: 


B,(t) = 3,31220 -1,27253t; 0 £ t £ 8 
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exponentielle Regression für t š 8: 


B,(t) = 39,940 03-0,90211'; 12 8 


10 a) Die Einteilung der Zeitachse ist nicht gleich- 
mäßig, sodass es sinnvoll erscheint, die Daten 
zunächst näherungsweise abzulesen und mit gleich- 
mäßiger Achseneinteilung grafisch darzustellen. 


Ausfuhren | Einfuhren (in 
Mrd.€) 


1 (їп Jahren | 
nach 1960) | (in Mrd.€) | 


Die grafischen Darstellungen zeigen, dass die 
Ausfuhren und Einfuhren insgesamt exponentiell 
ansteigen. Dabei erscheint der Anstieg ab dem Jahr 
2000 abgeschwächt. Es ist daher sinnvoll, die Ent- 
wicklung der Außenhandelsdaten für den Zeitraum 
bis zum Jahr 2000 mithilfe einer Exponentialfunk- 
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tion, für den Zeitraum ab dem Jahr 2000 mithilfe 
einer linearen Funktion zu modellieren. 
Ausfuhren; exponentielle Regression für 0 š t = 40: 


3. 05702887 
. 086827476 


A,(t) = 31 t - 605; t š 40 
Einfuhren; exponentielle Regression für 0 £ t = 40: 


E, (t) = 2610810-1,08461'; 0 š t s 40 
Einfuhren; lineare Regression für t 2 40: 


E,(t) = 7,5t + 260; 12 40 

Verzichtet man auf eine bereichsweise unterschied- 
liche Regression und geht von einem exponenti- 
ellen Wachstum über den Gesamtzeitraum aus, so 
erhält man für die Ausfuhren das Wachstumsgesetz 
A(t) = 30,52212-1,079 66*; t20. 


b) Prognosen für die Folgejahre sind nur bedingt 
möglich. Das Wachstum des Außenhandels hängt 
von einer Vielzahl von Faktoren ab, die sich mithilfe 


der vorgenommenen Modellierungen nicht zuver- 
lässig erfassen lassen. 

Die zu a) entwickelte bereichsweise Modellie- 

rung führt zum Beispiel für das Jahr 2010 zu 

den Werten А, (50) = 31-50 - 605 = 945 und 
Е,(50) = 75-50 + 260 = 635. 

Die globale Modellierung liefert dagegen 

A(50) = 1408,9 und E(50) = 1133,9. 

Die Betrachtung verdeutlicht, dass die Prognosen 
maßgeblich von der vorgenommenen Modellierung 
abhängen. 

Prognosen dieser Art können mindestens in diesem 
Sachzusammenhang allenfalls als grobe Richtwerte 
für die tatsächliche Entwicklung angesehen werden. 


peratur T (in °C) 


e h (in 


T 
4 
L 


gas ЧУЕТ T 
Die Steigung der Geraden durch die Punkte (0115) 
und (110001-56,5) ist 5262-75 = -0,0065. 


Die Funktion Höhe h (in m) — Temperatur T (in°C) 
ist stückweise linear: 
Th) = -0,0065h + 15 für 0sts11000 

-56,5 für t š 11000 
b) Die Geradensteigung - 0,0065 kann als Tempera- 
turveránderung pro Meter gedeutet werden: 
Aufgrund der vorgenommenen Modellierung ergibt 
sich je Meter zusätzlicher Höhe eine Temperaturab- 
nahme von 0,0065*C. 
с) Bei einem Höhenunterschied von 10m ändert 
sich gemäß der vorgenommenen Modellierung die 
Temperatur ит 10-0,0065*C = 0,065°C. Man müss- 
te die Temperatur also auf Hundertstel Grad genau 
messen können, um die Aussage des mathemati- 
schen Modells zu überprüfen. Das ist,mindestens 
mit handelsüblichen Thermometern, nicht möglich. 
Auch mit einem Thermometer der erforderlichen 
Genauigkeit wird sich die Temperaturdifferenz nur 
bedingt nachweisen lassen, weil die jeweilige Tem- 
peratur auch von anderen, insbesondere lokalen 
Einflussfaktoren abhängt. In diesem Sinne ist das 
mathematische Modell ,grofiráumig" zu verstehen 


und kann in kleinen Dimensionen den Anspruch auf 
Realitätsnähe nicht erfüllen. 


2 Modellieren von periodischen Vorgängen 
Seite Aë 


1 ai Die Datenreihe zeigt Maxima von 15 an den 
Stellen 3 und 15 und insgesamt ein annähernd peri- 
odisches Verhalten mit einer Periode von etwa 12. 
Die Funktionen f, und +; haben die Periode 

тыз = 12, die Funktion fs die Periode 25 = 5,2 und 
scheidet damit zur näherungsweisen Beschreibung 
der Datenreihe aus. 

Die Sinusfunktion f; hat Maxima von 5 und Minima 
von -5, die Funktion f, Maxima von 15 + 10 = 25 
und Minima von -15 + 10 =-5. Damit sind auch f, 
und f, zur Beschreibung der Datenreihe ungeeignet. 
Keine der drei angegebenen Funktionen beschreibt 
die Datenreihe in guter Näherung. Eine geeignete 
Näherungsfunktion wäre f,: x — 5-sin(0,523x) + 10. 
b) Die Datenreihe zeigt Minima etwa an den Stel- 
len 2 und 7 und insgesamt ein annähernd periodi- 
sches Verhalten mit einer Periode von etwa 5. 

Die Funktionen f, und f; haben die Periode 

ven = 12, kommen also für die náherungsweise 


Beschreibung der Datenreihe nicht in Betracht. 
Die Periode von f; ist = = 5,2. 


Die grafische Darstellung links zeigt, dass trotz 
passender Periode auch f, die Datenreihe nur sehr 
unvollkommen annähert. Eine bessere Näherungs- 


funktion wäre 
fs: x = 2,5- sin (1,2x - 3,6). 


2 Bei der Modellierung wird davon ausgegangen, 
dass die Extremwerte der Temperatur jeweils Mitte 
Januar und Mitte Juli angenommen werden. 
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a) Stuttgart: Temperaturminimum von 1*C im 
Januar; Temperaturmaximum von 19*C im Juli 


Temperatur (in °C) | 


Bestimmung der Parameter a, b, d und e: 


Amplitude: a= (19 - 1):2=9 
Periode: р=12, also b = = = š 
Die mittlere Temperatur von 1С uet -10*C wird 


Mitte April erreicht und dann überschritten. Also 
ist f(3,5) - 10. Der Parameter d ergibt sich zu 
d-b:35- Zn. 
Verschiebung in Richtung der Temperaturachse: 
е = (19 + 1):2 = 10 
Funktionsterm: f(x) = 9 *sin(Zx - Zn) +10 
b) Jakutsk: Temperaturminimum von -43°C im 
Januar; Temperaturmaximum von 19°C im Juli 

3 Temperatur (in NS] | TT 


X х (in Monaten) 


+ Jan.-+Feb.-Mar. Apr/ Mai: Juni Juli- Aug. Sept ik, - Nov. Dez. + 


| mittlere 
| |Jahrestemperatur 


Bestimmung der Parameter a, b, d und e: 
Amplitude: a = (19 - (-43)):2 = 31 
Periode: p=12, also b = = - © 


Die mittlere Temperatur von — = -12°C 


wird Mitte April erreicht und dann überschritten. 
Also ist f(3,5) = -12. Der Parameter d ergibt sich 
zu d=b-35-Zn. 

Verschiebung in Richtung der Temperaturachse: 

е = (19 +(-43)):2 = -12 

Funktionsterm: f(x) = 31-sin (ix - xn) -12 
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c) Sydney: Temperaturmaximum von 22°C im 
Januar; Temperaturminimum von 12°C im Juli 
1-4 Temperatur (in N°] T m 


mittlere 444 
Jahrestemperatur _| _, 


T CT T 
x (in Monaten) 


Jan. Feb. Mat: Apr ` Mai: Juni ` Juli- Aug. Sept Okt. Nov. Dez. + 
ы МЕШКИ! 


Bestimmung der Parameter a, b, d und e: 


Amplitude: a=(22-12):2=5 
Periode: p=12, also b= = =5 


Die mittlere Temperatur von — = 17°С wird 
Mitte Oktober erreicht und dann überschritten. 
Also ist f(9,5) = 17. Der Parameter d ergibt sich zu 
d-b-95- Ën. 

Verschiebung in Richtung der Temperaturachse: 

е = (22 + 12):2 = 17 

Funktionsterm: f(x) = 5:sin(x - $n) +17 

d) Singapur: Temperaturminimum von 26°C im 
Januar; Temperaturmaximum von 27°C im Juli 


Temperatur (in °C) 


28 
26 
24 
a2 


| [mittlere | 
Jahrestemperatur 


| x (їп Monaten) 
Jan. ` Feb. + Mar. Apr. ` Mai Juni ` Juli Aug. Sept. Okt. Nov. | Dez. 4 


Bestimmung der Parameter a, b, d und e: 
Amplitude: a = (27 - 26):2 = 0,5 
Periode: p=12, also b= E = 


Die mittlere Temperatur von SE 26,5°С 


wird Mitte April erreicht und dann überschritten. 

Also ist f(3,5) = 26,5. Der Parameter d ergibt sich 
x 7 

zu d=b-35 Sn. 

Verschiebung in Richtung der Temperaturachse: 

e = (26 + 27):2 = 26,5 

Funktionsterm: f(x) = 0,5-sin(&x = Zn) + 265 


3 Da die Sonnenhöchststände jeweils zur Monats- 
mitte gemessen wurden, ist es sinnvoll, die zeitliche 
Zuordnung in der folgenden Form vorzunehmen: 
05.— 175 15-259, 25 -:37° ... 

Die Daten werden in Listen eingegeben und eine 
Sinusregression durchgeführt. Dabei kann 12 als 
Schátzwert der Periode vorgegeben werden, weil 
sich der Vorgang im Jahresrhythmus wiederholt. 


Modellierung der Sonnenhöchststände o (in Grad) 
in Abhängigkeit von der Zeit t (in Monaten): 

«(© = 23,69 -sin (0,541 - 1,49) + 3978 

(Die Parameter der modellierenden Funktion sind 
gerundet angegeben.) 

Die Funktion t — a(t) modelliert den Sachverhalt 
mit hoher Genauigkeit. Dabei wählt der СТЕ aller- 
dings eine Periode, die nicht exakt dem vorgegebe- 
nen Schátzwert entspricht: 

P = 3235455771 ^ 1165 < 12. 


Eine Modellierung über einen Zeitraum von mehre- 
ren Jahren führt damit zu Widersprüchen. Um die- 
sen Effekt auszuschließen, kann man zum Beispiel 
die Datenreihe für ein weiteres Jahr fortschreiben 
und die Sinusregression für die so erweiterte Da- 
tenreihe durchführen. Man erhált geringfügig ab- 
weichende Parameter, insbesondere ergibt sich nun 
eine fast sachgerechte Periode von etwa 11,98. 
Eine weitere Móglichkeit besteht in der Konstruk- 
tion einer Sinusfunktion t — o mit einer Pe- 
riode von genau 12 ohne Einsatz des GTR. Anhand 
der Extrema im Juni und September erhält man die 
Parameter: 

Amplitude: а = (64 - 16):2 = 24 

Periode: р = 12, also b = m = 2 

Der mittlere Sonnenstand wird eine Viertel Periode 
nach Tiefststand im Dezember überschritten, also 
Mitte März. Der Parameter d ergibt sich also zu 
d-b:25- 2m. 

Verschiebung in Richtung der Temperaturachse: 

e = (64 + 16):2 = 40 

Funktionsterm: o, (t) = 24-sin (t - $n) +40 


4 а) Funktionsansatz für die von der Zeit t (in h 
nach 0 Uhr) abhängige Wassertiefe f(t) (in m): 
f(t) = a-sin(b-t-d)+e 

Der Zeitraum zwischen Wasserhöchststand um 
4.20 Uhr und darauffolgenden Tiefststand um 
10.32 Uhr entspricht der halben Periode der Sinus- 
funktion. 

Bestimmung der Parameter a, b, d und e: 
Amplitude: а = (5,2 - 2,0):2 = 1,6 

Periode: р= 2-61 = 122 = 124, 


= 2л y 
also b = 104 ° 0,5067 


Der Parameter d ergibt sich aus dem Zeitpunkt eine 
Viertel Periode vor Wasserhöchststand, also 
t=43-3:123=2, zu den 2. 

Verschiebung in Richtung der Ordinatenachse: 

е = (5,2 + 2,0):2 = 3,6 

Funktionsterm der modellierenden Funktion: 


-лев-еїп[2л:®- 2л..37 
f(t) = 16-5 тд Si 


b) Lösen der Ungleichung f(t) 23 
Floti Hatz Patz 


SV1BI.6sinct2m^/12 
„4Х%-2л/12.4ж37/3 
83+3.6 


Die Schnittstellen der Geraden mit der Gleichung 
g(t) =3 und dem Graphen von f liegen etwa bei 
0,475, 8,192, 12,875 und 20,592. 

Deutung: Das Anlegen ist an diesem Tag im Zeit- 
raum zwischen etwa 0.29 Uhr und etwa 842 Uhr 
oder im Zeitraum zwischen etwa 12.53 Uhr und 
etwa 20.36 Uhr möglich. 

Weil die Periode etwas größer ist als 12 Stunden, 
verschieben sich die Zeiträume am darauffolgenden 
Tag um jeweils 2-12,4h - 24h = 0,8h = 48 тіп. 

Ein Anlegen ist also möglich zwischen etwa 1.17 Uhr 
und etwa 9.00 Uhr oder zwischen etwa 13.41 Uhr 
und etwa 21.24 Uhr. 


5 а) In Hamburg wird die Gezeitenbewegung 
nachhaltig durch die Elbe beeinflusst. Bei Flut wird 
das Elbwasser gegen die Strömung flussaufwärts 
gedrückt. Der entstehende Stau lässt den Wasser- 
stand vergleichsweise schnell ansteigen. Das Absin- 
ken des Wasserspiegels nach Wasserhöchststand 
dauert dagegen relativ lange, weil das aufgelaufene 
Wasser durch das Flussbett nicht völlig ungehindert 
abfließen kann. 

Dieser Effekt ist in Büsum an der freien Nordsee- 
küste nicht zu beobachten. Steigen und Fallen des 
Wasserspiegels erfolgen hier annähernd symmet- 
risch. Beide Vorgänge dauern jeweils etwas mehr 
als 6 Stunden. 
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Aufgrund ihrer Symmetrie lässt sich die Tidenkurve 
für Büsum deutlich besser durch eine Sinuskurve 
annähern als die Tidenkurve für Hamburg. 

b) Bei den Sinusregressionen muss der Zeitnull- 
punkt gesetzt werden, zum Beispiel indem man die- 
sem den jeweiligen Wasserhöchststand zuordnet: 

0 — 3,2 (Hamburg) und 0 — 3,6 (Büsum). 
abgelesene Wertepaare: 


Zeit t (in h Wasserstand für ] Wasserstand für 
gegenüber Wasser- Hamburg Büsum 
höchststand) ` (in m) (in т) 


#100 = 1,74- sin (0,48 t + 1,44) + 139, t in h, f, (t) іп m 
(Die Parameter дег modellierenden Funktion sind 
gerundet angegeben.) 

Sinusregression für die Tidenkurve von Büsum: 


f,(t) = 1,90-sin(0,49t + 1,55) + 176, t in h, f, (t) in m 
(Die Parameter der modellierenden Funktion sind 
gerundet angegeben.) 

Die Sinusregression mithilfe der Funktion f, model- 
liert die Tidenkurve für Büsum mit hoher Genauig- 
keit, dagegen kann die Tidenkurve von Hamburg 
nur in grober Näherung durch eine Sinusregression 
modelliert werden. 
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6 а) Der dargestellte Sachzusammenhang kann 
mithilfe von Sinusfunktionen beschrieben werden, 
weil sich die Sonnenstände und damit auch die 
Zeitpunkte von Sonnenaufgang und Sonnenunter- 
gang im Jahresrhythmus periodisch wiederholen. 
Es empfiehlt sich wegen der zu Aufgabe 3 erör- 
terten Einschränkungen hinsichtlich der Periode 
von Sinusregressionen, auf den Einsatz des GTR zu 
verzichten und Sinusfunktionen f, und f, zu konst- 
ruieren, die die Zeitpunkte von Sonnenaufgang und 
Sonnenuntergang im Jahresverlauf wiedergeben. 
Der späteste Sonnenaufgang ist am 1.1. notiert. 
Schreibt man die Uhrzeit als Dezimalzahl und rech- 
net den zeitlichen Jahresverlauf in Tagen, so kann 
für den Graphen der Funktion f;, die jedem Tag des 
Jahres den Zeitpunkt des Sonnenaufgangs zuord- 
net, bei etwa (118,5) ein Hochpunkt angenommen 
werden. Entsprechend ist am 21.6., dem 172. Tag 
des Jahres, der früheste Sonnenaufgang notiert. Der 
Graph von f, hat bei etwa (17215,03) einen Tief- 
punkt. Hieraus lassen sich die Parameter a, b,, d, 
und e, der Funktion f: t — а; sin(b,-t - b4*d4) + e, 
bestimmen: 


Amplitude: а; = (8,5 - 5,03):2 = 1735 
Periode: р = 365, also b, = 22 = 0017 2142 


Die Mitte zwischen dem frühesten und dem 
darauffolgenden spätesten Sonnenaufgang liegt 
bei (172 + 366):2 = 269. Somit ergibt sich der Para- 
meter d, zu d, = 269. 

Verschiebung in Richtung der y-Achse: 

е, = (8,5 + 5,03):2 = 6,765 

Gleichung der modellierenden Funktion für den 
Zeitpunkt des Sonnenaufgangs: 


Lg = 1,735: sin (244 - 21-269), 6,765 
Entsprechend lassen sich die Daten auswerten, um 
den Zeitpunkt des Sonnenuntergangs durch eine 
Sinusfunktion fj: x — a;sin(b;-t - b;-d,) + e; zu 
modellieren: 

Hochpunkt des Graphen von f}: (172121,6) 
Tiefpunkt des Graphen von f;: (1116,17) 
Bestimmung der Parameter a,, b,, d}, und ез: 


Amplitude: a, = (21,6 - 16,17):2 = 2,715 
Periode: р = 365, also b, =b; = 2% 


Die Mitte zwischen dem frühesten und dem da- 
rauffolgenden spätesten Sonnenuntergang liegt 
bei (1 + 172):2 = 86,5. Der Parameter а, ergibt sich 
somit zu d, = 86,5. 

Verschiebung in Richtung der y-Achse: 

e; = (21,6 + 16,17):2 = 18,885 

Gleichung der modellierenden Funktion für den 
Zeitpunkt des Sonnenuntergangs: 


f, (t) = 2,745-sin [21 - 25862) + 18,885 


Qualitätskontrolle: 

Datum 11 | 354. | 

Tagtimjahr 1 15 | 145 172 185 
| 


Sonnen- 

aufgang 830 | 810 | 5.25 | 5.02 | 5.08 
(Uhrzeit) | 
$оппеп- 
aufgang 85 817 | 542 | 503 | 5/3 
(dezimal) 
f 849 | 840 | 530 | 504 | 504 


Abweichung 
(dezimal) 
Abweichung 
(in min) 

Sonnen- 

untergang 1610 | 16.44 
(Uhrzeit) 
Sonnen- | 
untergang 1617 | 1673 | 2147 | 216 | 2157 
(dezimal) 


2128 | 2136 | 2134 


f,(t) 1618 | 1633 | 2118 | 2159 | 2158 
Abweichung 2 n = 
(dezimal 0,01 0,40 0,29 0,01 0,01 
Abweichung m E E 
(in min) 06 240 | -174 06 | 06 


Die Abweichungen der Modellierungen gegenüber 
den notierten Zeitpunkten liegen dem Betrage 
nach für f, im Maximalfall bei etwa 14 min, für f; im 
Maximalfall bei 24 тіп. Bei den Abschätzungen für 
den 12. Oktober sollten diese Unsicherheiten mitbe- 
rücksichtigt werden. 

Bestimmen der Funktionswerte für den 12. Oktober, 
den 285. Tag des Jahres: 

f, (285) = 724; f,(285) = 18,15 
[v1=1.735sintzmezaskh-zm.]|  [ї2=2.715ийп(2тт/385ЖЯ-2. 


#=2В85 ILMÁ—'/-7.228Bu7*4. 


Deutung: Am 12. Oktober ist etwa um 7.14 Uhr Son- 
nenaufgang und etwa um 18.09 Uhr Sonnenunter- 
gang. Da gemäß Bundesjagdgesetz von eineinhalb 
Stunden nach Sonnenuntergang bis eineinhalb 
Stunden vor Sonnenaufgang kein Schalenwild 
erlegt werden darf, ergibt sich für Herrn Wild am 
12. Oktober ein möglicher Jagdzeitraum morgens ab 
etwa 5.44 Uhr und abends bis etwa 19.39 Uhr. 
Wegen der festgestellten Unsicherheiten bei der 
Modellierung sollte dieser Zeitraum noch weiter 
eingegrenzt werden: morgens ab 5.44 Uhr zuzüglich 
14min, also ab etwa 5.58 Uhr; abends bis 19.39 Uhr 
abzüglich 24 min, also bis etwa 19.15 Uhr. 

b) individuelle Lösung 

Zum Beispiel kann man die modellierenden Funk- 
tionen f, und f, grafisch darstellen und die Gra- 


phen der Funktionen g;: t — f, (t) - 1,5 + 0,23 und 
g2: t — f,(t) + 15 - 0,4 hinzuzeichnen. Zwischen 
den Graphen von g, und f, sowie den Graphen von 
f, und g, können dann die Zeiträume abgelesen 
werden, in denen kurz vor Sonnenaufgang und kurz 
nach Sonnenuntergang die Jagd auf Schalenwild 
erlaubt ist. Um einen schnellen Überblick gewinnen 
zu können, sollte die Zeitachse in Monate unterteilt 
werden: 
Бою 
минини 


12 


LI 


Han Feb. Mar. Apr- Mai--Juni-- Jul 
Beispiel: 20.5. (140. Tag des Jahres) 

Ordinaten an der Stelle 140 (gerundet): 

f,(140) = 5,38; g,(140) = 4/11; 

f,(140) = 21,05; g;(140) = 22,15 

Deutung: Die Jagd auf Schalenwild ist am 20.5. 

vor 4.07 Uhr und nach 22.09 Uhr nicht zulässig. 
Erlaubt ist die Jagd zwischen 4.07 Uhr und 5.23 Uhr 
und zwischen 21.03 Uhr und 22.09 Uhr. 


3 Modellierungskreislauf 

Seite180. — = _ Sn 
1 a) Die Verlängerung y (incm) ist annähernd pro- 
portional zur anhängenden Masse x (in g): 

у = 005x. 

Hinweis: In der Physik beschreibt man деп Zusam- 
menhang mithilfe einer Größengleichung, zum 
Beispiel in der Form s = 0,05@'-m. Dabei ist s 

die Verlängerung, also eine Strecke, m die Masse. 
Der Proportionalitätsfaktor D = 0,055 wird als 
Federkonstante bezeichnet und bedeutet, dass sich 
die Feder mit jedem Gramm zusätzlicher Masse um 
weitere 0,05 cm verlängert. Der Proportionalitätsfak- 
tor könnte zum Beispiel auch іп der Form D = 0,555 
angegeben werden. 
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Kontrolle des Modells: 


x (ing) 0 100 | 200 | 300 | 400 
gemessene | 

Verlángerung 0 5 10 | 145 21 
(incm) 4 NEM m= 
y (incm) 0 5,0 100 | 150 | 200 
Abweichung 0 0 0 | 05 -10 
(пст) W 
z (incm) 0 51 102 | 153 | 204 
Abweichung | о | ол | 02 | ов | -06 
(пст) Ый! H Gi Cp 


In den beiden letzten Wertepaaren weichen die 
Messwerte geringfügig von den berechneten Wer- 
ten für y ab; der Grund könnte in Messungenauig- 
keiten liegen. 

Eine lineare Regression für die Messreihe ist nicht 
sinnvoll, weil sich dabei eine geringfügige Verschie- 
bung des Punktes (0|0) ergibt, die dem Sachzu- 
sammenhang widerspricht. 

Eine verbesserte Modellierung sollte das Anliegen 
verfolgen, die Summe der Abweichungsquadrate 
möglichst klein zu halten. In diesem Sinne ist die 
Modellierung z = 0,051x eine gegenüber y = 0,05x 
geringfügig verbesserte Modellierung der Messrei- 
he, denn die Summe der Abweichungsquadrate bei 
у ist 02 + 02 + 02 + 0,52 + 1,02 = 125, die Summe 
der Abweichungsquadrate bei 2 dagegen 

02 + 0,12 + 0,22 + 0,82 + 0,62 = 1,05 < 1,25. 

b) Verlängerungen zu vorgegebenen Massen: 


480 1500 


x (in g) 
y (incm) 
z (incm) 


Deutung auf der Grundlage der verfeinerten Model- 
lierung (z): Die Feder wird sich bei einer Masse von 
40g um etwa 2,0cm verlängern, bei einer Masse 
von 480g um etwa 24,5cm. Ob die zur Masse von 
1500 = berechnete Verlängerung realistisch ist, muss 
angesichts einer Verlängerung von mehr als 70cm 
bezweifelt werden. Bei zu großer Belastung der Fe- 
der wird die Elastizitätsgrenze der Feder und damit 
die Gültigkeitsgrenze der mathematischen Model- 
lierung überschritten. Die Masse kann also nicht 
beliebig groß веша Werden. 
c) Modellierung: y = EZE xx 7 0,0625x 
Verlángerungen zu vorgegebenen Massen: 
[з | 350 
| mm | 2875 


Die Feder wird sich bei einer Masse von n30g um 
etwa 1,9 ст verlängern, bei einer Masse von 950g 
um etwa 59,4cm, sofern die Elastizitátsgrenze der 
Feder noch nicht erreicht ist. Die zur Masse von 
3500g berechnete Verlängerung erscheint unrealis- 
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tisch, weil sich die Feder vermutlich nicht um mehr 
als 2m verlängern kann. 
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2 a) Die Aussage geht von einem Normtank und 
einem Normverbrauch aus. Legt man zum Beispiel 
einen Tank zugrunde, der ein Fassungsvermögen 
von 50 Litern hat, so spart man bei einer Tankfül- 
lung in Deutschland 50-0,11€ = 5,50€ gegenüber 
einer Tankfüllung in den Niederlanden. 

Die Empfehlung des Automobilclubs bedeutet, dass 
eine ,Tankreise" nach Deutschland bei weniger als 
2-30km = 60km Fahrstrecke lohnend ist, dass also 
bei weniger als 60km Fahrt weniger Benzin ver- 
braucht wird, als für 5,50€ in Deutschland getankt 
werden kann. 

Bei einem Literpreis von 1,120 € bekommt man für 
5,50€ etwa 4,58 Liter Benzin. Ein Auto, das für 
60km etwa 4,58 Liter Benzin verbraucht, hat im 


Durchschnitt einen Verbrauch von * E -100 = 7,641 
је 100 km. 

Der Automobilclub könnte also von einem 50-Liter- 
Tank und einem Verbrauch von 7,64 1/100 km ausge- 
gangen sein. 

Hat der Tank ein größeres Fassungsvermögen, zum 
Beispiel 75 Liter, so ergibt sich eine hóhere Erspar- 
nis von 8,25 €, für die in Deutschland 6,875 Liter 
Benzin getankt werden kónnen. Das Auto mit gró- 


ßerem Tank kann also auch einen entsprechend 


größeren Verbrauch von bis zu 58751, +100 = 11,461 


је 100 кт haben, damit sich die Jankreise" nach 
Deutschland lohnt. 

b) Bei den nachfolgenden Empfehlungen werden 
jeweils ein 50-Liter-Tank und ein Durchschnittsver- 
brauch von 7,641/100 km zugrunde gelegt. 
Deutschland (1,20 €) - Österreich (1,00 €) 
Ersparnis bei einer Tankfüllung in Österreich: 
50-0,20€ = 10,00€ 


Benzinmenge für 10,00€ in Österreich: 


Ken = 101 


° 17] — 
Fahrstrecke mit 101: 76%1/100кт ^ 130,9km 


Empfehlung: Es lohnt sich für einen deutschen 
Autofahrer, an einer österreichischen Tankstelle zu 
tanken, wenn diese nicht weiter als etwa 65,45km 
entfernt ist. 
Verallgemielnierung: 
maximale Entfernung von der Tankstelle 
Benzinpreis pro Liter im teuren Land 
: Benzinpreis pro Liter im günstigen Land 
Fassungsvermögen des Tanks 
durchschnittlicher Benzinverbrauch 


VK, - K) 
Ж 1); 2; hier also 


= жле 


Berechnungsformel: d = 


501-(120Є - 100€). 


d- 100€ Ku km 


): 2 = 65,45km 
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Deutschland (1,20€) - Dänemark (1,19€) 


e 501-(1,20€ - 119€) 3 1 "m vë 
d=| mne 76% Vans)? = 2,75km 


Empfehlung: Es lohnt sich für einen deutschen Au- 
tofahrer, an einer dänischen Tankstelle zu tanken, 
wenn diese nicht weiter als etwa 2,75km entfernt 
ist. 
Deutschland (1,20 €) - Frankreich (1,14€) 
501-(120€ - 114 €) 1 
d- (prar cue rns]? = 1722km 
Empfehlung: Es lohnt sich für einen deutschen 
Autofahrer, an einer französischen Tankstelle zu 
tanken, wenn diese nicht weiter als etwa 17,2km 
entfernt ist. 
Deutschland (1,20€) - Belgien (1,13€) 
501-(120€ - 113€ 
d- peras e. s)? = 20,27km 
Empfehlung: Es lohnt sich für einen deutschen 
Autofahrer, an einer belgischen Tankstelle zu tan- 
ken, wenn diese nicht weiter als etwa 20,27km 
entfernt ist. 


3 а) Das Luftschiff „Graf Zeppelin“ kann in erster 
Näherung als Zylinder aufgefasst werden. Um die 
„Verjüngung“ an den Enden zu berücksichtigen, wird 
ein ,mittlerer" Durchmesser von etwa 25m ange- 
nommen. 

Daraus ergibt sich das Zylindervolumen 

V, = n-(12,5m)?-236,6m = 116140,8 m?. 

Der berechnete Wert V, weicht um etwa 10,6% von 
der Volumenangabe im Text ab. Offenbar ist der an- 
genommene mittlere Durchmesser zu groß gewählt. 
verbessertes Modell: 

Das Luftschiff „Graf Zeppelin“ kann in zweiter Nähe- 
rung als Körper aufgefasst werden, der im mittleren 
Teil zylindrisch und an den Enden jeweils kegelför- 
mig ist. 

In Fig. 3 auf Seite 181 im Schülerbuch ist das Luft- 
schiff in einer Länge von etwa 53mm abgebildet. 
Daraus ergibt sich ein Maßstab von 


3 x š А 
Xen = 1:4500. Nimmt man in der Abbildung Ke- 


gelhóhen von 10 mm (links) und 5mm (rechts) an, 
so ergeben sich reale Kegelhóhen von h, = 45m 
(links) und h, = 22,5 т (rechts). Der Radius r der 
Kegel und des Zylinders im Mittelteil sollte wegen 
der ,Bauchigkeit" des Gesamtkórpers etwas klei- 
ner als der halbe Maximaldurchmesser gewáhlt 
werden. Der Abbildung entsprechend erscheinen 
etwa š angemessen: 


r =2-(4-30,5m) = 1334m. 


Volumenberechnung mithilfe des verbesserten 
Modells: 


У, = Inr-h, +nr2(236,6m-h,-h)+ Зли, 
= inr(h, + 3-(236,6m - h, - h) + h;) 
= in(1334m (45m + 3-169,1m + 225m) 


= 107116,7m? 
Der berechnete Wert V, weicht nur noch um etwa 
2,0% von der Volumenangabe im Text ab. Die Mo- 
dellierung hat sich gegenüber V, deutlich verbes: 
sert. 
weitere Modellierungsmöglichkeit: 
Zum Beispiel Zerlegung des Gesamtkörpers in vier 
Teilkörper, einen Zylinder im mittleren Teil, daran 
links und rechts anschließend jeweils ein Kegel- 
stumpf und an den Enden ein Kegel (links) und eine 
Halbkugel (rechts). 
b) Die in a) vorgenommenen Modellierungen las- 
sen sich auf die in Fig. 1 und Fig. 2 auf Seite 181 im 
Schülerbuch abgebildeten Körper übertragen, weil 
diese eine ähnliche Form haben wie das Luftschiff 
„Graf Zeppelin“ in Fig. 3. Die erkennbare Abrundung 
vorn sollte in zweiter Näherung berücksichtigt wer- 
den: 
Zerlegung des Gesamtkörpers in einen Zylinder 
(Mittelteil), eine Halbkugel (vorn) und einen Kegel 
(hinten). 
Der Maßstab lässt sich, wenn auch nur in grober 
Näherung, aus den jeweils unten befindlichen Fahr- 
gastzellen entnehmen, deren Höhe in der Größen- 
ordnung der Körpergröße eines Menschen entspre- 
chen sollte. 
Fig. 4 zeigt einen Körper, der in erster Näherung als 
Kugel aufgefasst werden kann. Eine Verfeinerung 
des Modells ergibt sich, wenn man den Gesamtkör- 
per in eine Halbkugel und einen Kegel zerlegt. 
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4 а) Modellrechnung 1 
Bei der beschriebenen Methode werden die Eigen- 
schaften einer zentrischen Streckung genutzt. 

H 


(nicht maßstabsgerecht) 
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Der Zollstock wird parallel zur Längsachse des Bau- 
mes gehalten, das Auge des Fórsters befindet sich 
im Zentrum Z der Streckung. Aus den Eigenschaften 
zentrischer Streckungen ergibt sich 


FH 50cm _ ЕН = 10.ЕБ " 
Fm Sem = 10, also FH = 10-FP oder mit den 


Bezeichnungen h, für FH und h, für FP: h, = 10-h,. 
Modellrechnung 2 

Bei der beschriebenen Methode wird die Kongru- 
enz von Dreiecken genutzt. 

Bezeichnet man den Standort des Försters mit P, 
den Fußpunkt des Baumes mit F und den höchsten 
Punkt des Baumes mit H, so wird der Punkt H durch 
das Drehen der Faust auf einen Punkt H’ in der Ho- 
rizontalebene abgebildet. Es muss darauf geachtet 
werden, dass der Winkel 4 PFH' etwa 90° groß ist 
und damit genauso groß wie der Winkel < РЕН. 
Dann sind nämlich die Dreiecke PFH’ und PFH kon- 
gruent (Kongruenzsatz sws), und die Baumhöhe FH 
kann zwischen den Punkten F und H’ abgeschritten 
werden. 

Kontrollmessungen, bei denen die Methoden ange- 
wendet werden können, lassen sich zum Beispiel 
an Gebäuden bekannter Höhe oder mit einer aufge- 
stellten Leiter, deren Länge gemessen werden kann, 
durchführen. 

b) individuelle Lösung 


5 а) Entwicklung eines азап 


Berechnungsmodells zur 
Kabellänge zum Beispiel 
anhand einer Kabeltrom- 
mel aus dem Haushalt, die 
ein Kabel von 50m Länge 
aufnehmen kann: 
Außendurchmesser der 
Kabeltrommel: 25cm 
Durchmesser des Trom- 
melkerns: 15cm 
Trommelbreite (Innenmaß): 8,2cm 
Kabeldurchmesser: 0,7cm 
Modell 1 
Man geht davon aus, dass das Kabel den zur Verfü- 
gung stehenden Raum V vollständig ausfüllt. Dann 
lässt sich ein Anhaltswert L, für die Kabellänge 
bestimmen, indem man das Volumen V durch den 
Flächeninhalt A des Kabelquerschnitts dividiert. 
zur Verfügung stehender Raum: 
V = л: (12,5 ст)2:8,2ст - n-(7,5cm)?-8,2cm 

= n-8,2cm-((12,5cm)? - (75cm?) = 2576,1cm? 
Flächeninhalt des Kabelquerschnitts: 
A=n-(0,35 cm)? = 0,385 cm? 
Kabellänge gemäß Modell 1: 
L, = Y = 66939cm = 669m 
Der berechnete Wert ist um etwa 33,9% grófšer als 
die tatsächliche Kabellänge von 50 m. 


25cm. 
[EY 
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Modell 2 
Die bei der Kabelwicklung ent- 
stehenden Hohlräume werden 
berücksichtigt und die Kabella- 
gen als nebeneinanderliegende 
Kreisflächen aufgefasst. 
Es passen elf Kabelquerschnitte 
gut nebeneinander (11-0,7cm = 7,7cm < 8,2cm) 
und sieben Kabellagen übereinander 
(7-07ст = 49m < 35cm - 15cm) = 5cm}, 
Radius der ersten Kabellage: 
г, = $(15cm + 07cm) = 785cm 
Radius der zweiten, dritten, vierten ... Kabellage: 
r> = г, + 07cm = 855cm; r3 = r; + 07cm = 925cm; 
T, = rs + 0,7cm = 9,95cm; г; = r, + 0,7cm = 10,65 cm; 
Tg = rs + 0,7cm = 1135cm; r; = г, + 07cm = 12,05cm 
Kabellänge gemäß Modell 2: 
L, = 1-207, + 11-277; +... + 11-2755 

-22n(n*r,*...*rj) 

-22n(n*r + 0,7 +... + r, + 6-0,7ст) 

= 22n(7r, + 21-0,7cm) 

= 22n(7-785cm + 14,7cm) 

= 48139cm = 481m 
Der berechnete Wert ist um etwa 3,7% kleiner als 
die tatsächliche Kabellänge von 50 m. 
Modell 3 8,2cm 
Die bei der Kabelwicklung ent- 
stehenden Hohlräume werden 
berücksichtigt, dabei wird je- 
doch „auf Lücke“ gewickelt, 
um den zur Verfügung stehen- 
den Raum optimal zu nutzen. 
Die Kabellagen liegen jeweils 
um 0,35 ст gegeneinander ver- 
setzt. 
Wegen 11-0,7cm + 0,35cm = 8,05cm < 82cm pas- 
sen auch bei versetztem Aufwickeln des Kabels in 
jeder Kabellage elf Kabelquerschnitte nebeneinan- 
der. 
Der Höhenunterschied h von Lage zu Lage und 
damit die Differenz der Radien aufeinanderfol- 
gender Kabellagen ist kleiner als im Modell 2 
angenommen. Mit r für den halben Kabeldurch- 
messer erhält man mit dem Satz des Pythagoras 
h? = Qr? - r? = 3? und damit 
h = гуЗ = 0353 cm = 0,606cm < 0,7cm. 
Wegen 
r+7h+r=2r+7h = 07cm + 7-0,35/3 cm 

= 4,94ст < 5cm 

passt gemäß Modell 3 eine achte Kabellage auf die 
Trommel, was bei Modell 2 nicht möglich war. 


Radien der Kabellagen: 
г, = 7,85cm (gegenüber Modell 2 unverändert); 
r> = г, + h = 7,85cm + 0,353 cm = 8,46cm 
rs = r> + h = г, + 2һ = 785ст + 2-035/3 cm 
= 9,06ст 


га = r4 + 7h = 7,85cm + 7-0,35V3 cm = 12,09ст 

Kabellänge gemäß Modell 3: 

1; = 11-2 nr, + 11-2775 +... + 11-2711 
-22n(n*rj*...*rg) 
-22m(n*r*h*..*rn*7h) 

- 22n(8r, * 28h) 
= 22n(8:785cm + 28-0,35 V3 cm) 
= 5513,6cm = 55,1 

Der berechnete Wert ist um etwa 10,3% größer als 

die tatsächliche Kabellänge von 50 m. 

Die im Vergleich zu Modell 2 größere Abweichung 

signalisiert nicht etwa eine Schwäche des Mo- 

dells 3. Die Modellrechnung zeigt, dass mehr als 
50m Kabel aufgerollt werden können, wenn das 

Kabel versetzt aufgewickelt wird. Nimmt man zum 

Beispiel an, dass dabei von den elf möglichen Wick- 

lungen der äußeren Kabellage nur vier tatsächlich 

genutzt werden, so reduziert sich das Ergebnis um 
etwa 5,3m auf etwa 49,8 т. Das entspricht einem 

Fehler von weniger als 0,4%. 

Zusammenfassung: Die Modellierung im Modell 1 

ist stark vereinfacht und liefert allenfalls grobe (zu 

große) Richtwerte für die Kabellänge. Die mit den 

Modellen 2 und 3 gezeigten Modellierungen sind 

dagegen deutlich realitätsnäher. Bei hohem An- 

spruch an die Modellierung ist das Modell 3 dem 

Modell 2 vorzuziehen. 

b) Die in a) entwickelten Modelle 2 und 3 werden 

auf die im Straßenbau verwendete Trommel über- 

tragen. 

Anwendung des Modells 2 

Es passen 13 Kabelquerschnitte nebeneinander 

(13-30 cm = 390. cm < 456cm - 2:26cm = 404cm). 

Es ist Raum für genau 3 Kabellagen übereinander 

(3-30ст = 90cm = 3(300 cm - 120cm). 

Radien der Kabellagen: 

ri = 309, + 30cm) = 2(120ст + 30cm) = 75cm 

г; = гу + 30cm = 105cm 

r3 = r4 + 2:30cm = 135cm 

Kabellänge gemäß Modell 2: 

L = 13-2 nr, + 13:2лг, + 13-2775 
= 26л(г + r; + r3) 
= 26л(г + r, + 30cm + r, + 2-30cm) 
= 26n(3r, + 3-30cm) 
= 78л(75ст + 30cm) 
=78n-105cm 
= 25729,6ст = 2573m 


Anwendung des Modells 3 
Anders als bei der Entwicklung des Modells an der 
in a) gewählten Kabeltrommel aus dem Haushalt 
bietet das versetzte Aufwickeln des Kabels hier kei- 
nen Vorteil im Sinne höherer Aufnahmekapazität. 
Wegen 13-30cm + 15cm = 405ст > 404cm pas- 
sen nicht in jede der drei Kabellagen 13 Kabelquer- 
schnitte nebeneinander. 
Um den fehlenden Zentimeter zu kompensieren, 
müssen einzelne Kabelwicklungen in der Höhe 
etwas ausweichen, sodass die Modellierung nur be- 
dingt übertragen werden kann. Vernachlässigt man 
den fehlenden Zentimeter und geht davon aus, 
dass dieser durch ,strammes" Aufwickeln ausgegli- 
chen werden kann, so bleibt zu klären, ob das ver- 
setzte Aufwickeln eine vierte Kabellage ermöglicht. 
Die Radien der versetzten Lagen unterscheiden sich 
jeweils um h = 15V3 cm. 
Höhenbedarf bei drei Kabellagen: 
15cm + 2-15V3 cm + 15cm = 82,0cm < 90cm 
Höhenbedarf bei vier Kabellagen: 
15cm + 3-15V3 cm + 15cm = 107,9cm > 90cm 
Eine vierte Kabellage ist somit auch bei platzspa- 
render versetzter Wicklung nicht möglich. Wegen 
der kleineren Radien der äußeren Lagen lässt sich 
sogar etwas weniger Kabel aufwickeln als bei einer 
Wicklung, die dem Modell 2 entspricht: 
L; = 13-2 nr, + 13:2лг, + 13-2717, 

= 26n(r + r3 + r3) 

= 26m(r, + r, + h + r, + 2h) 

= 26л(3г + 3h) 

= 3-26n(75cm + 15/3 cm) 

= 24744,8cm = 2474m < L, 
Die Modellrechnungen führen annähernd zum glei- 
chen Ergebnis, weil sich ein platzsparendes Wickeln 
hier nicht auf die Anzahl der Kabellagen auswirkt, 
sondern lediglich den Vorteil bietet, dass die obere 
Kabellage den Trommelrand nicht ganz erreicht. 
Man kann davon ausgehen, dass etwa 250m Kabel 
auf die Trommel gewickelt werden können. 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 
Seite 483 mn es gen 


1 Die Dauer des Überholvorgangs hängt von der 
Geschwindigkeitsdifferenz und von den Längen l, 
und 1, der beteiligten Fahrzeuge ab. 


Zum Beispiel benótigt ein mit gsm fahrender LKW 
die gleiche Zeit, um einen mit Ek fahrenden LKW 
zu überholen wie ein mit вокт fahrender LKW, der 


einen mit 77“ fahrenden LKW überholt (jeweils 
gleiche Fahrzeuglängen vorausgesetzt). Für die Mo- 
dellrechnung kann somit ein „Überholvorgang“ be- 
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trachtet werden, bei dem der langsamere LKW die 
Geschwindigkeit окт hat und der überholende LKW 
eine Geschwindigkeit, die der realen Geschwindig- 
keitsdifferenz - im Beispiel a - entspricht. 


k — 


Der in der vorgenommenen Modellierung überho- 
lende LKW muss den Weg 5, = d + 1, + 1, + d zu- 
rücklegen, um den Überholvorgang ausgehend vom 
Ausscheren in die Überholspur mit dem Einscheren 
in die rechte Fahrspur abschließen zu können. 
Dabei bezeichnet d einen gewissen Sicherheitsab- 
stand, dermindestens 10 m betragen sollte. 
Nun muss geklárt werden, wie lang ein LKW sein 
kónnte. Unter 
http://de.wikipedia.org/wiki/Lastkraftwagen 
findet man: 
„Der Euro- bzw. EU-Lastzug (LKW) darf als Glieder- 
zug 18,75 m, als Sattelzug 16,50 m lang sein ..." 
Nimmt man eine gleichbleibende Geschwindig- 
keitsdifferenz v an, so legt der in der Modellierung 
überholende LKW in der Zeit t den Weg s(t) = v-t 
zurück. Also wird für den Überholvorgang bei einer 
Geschwindigkeitsdifferenz v die Zeit t, = = benö- 
tigt. * 
Konkretisierung für zwei Gliederzüge 
(L, = l; = 1875 m) bei einer Geschwindigkeitsdiffe- 
renz von у= sim. 

= 2-10m + 2-18,75m = 57,50m 


5750m _ 5750m-3600s 
E а Ms 


Deutung: Bei einem ,Elefantenrennen" zweier 
Gliederzüge (v < sl dauert der Überholvor- 
gang länger als 41,45. Für zum Beispiel v = 3 m 
erhält man t, = 69,05, für у= ткт sogar 

t, = 2075 = 3min 275. 

Konkretisierung für zwei Sattelzüge 

(L = l; = 16,50m) bei einer Geschwindigkeitsdiffe- 
renz von v= sim, 

S, = 2-10m + 2:16,50 m = 53m 


53m _ 53m-3600s 
t= e ^ 5000т ^ 38165 
һ 


Deutung: Ein ,Elefantenrennen” zweier Sattel- 
züge ist nur unwesentlich schneller beendet 
als das zweier Gliederzüge. Es dauert länger 
als 38,165; bei der Geschwindigkeitsdifferenz 
у= зп erhält man t, = 63,65, bei у= ткт 
t, = 190,85 = 3min 10,85. 


ѕоваг 
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Annahmen und Vereinfachungen: 

Für die Modellierung wurde vereinfachend eine 
gleichbleibende Geschwindigkeitsdifferenz v beider 
Fahrzeuge und ein geschätzter Sicherheitsabstand 
beim Ein- und Ausscheren von jeweils 10m ange- 
nommen. Der für die Spurwechsel erforderliche 
„seitliche“ Weg wurde dabei nicht gesondert be- 
rücksichtigt. Für die Fahrzeuglängen wurden zuläs- 
sige Maximalmaße zugrunde gelegt. 


2 a) unrealistische Aussage 

Begründung: Michael hat bis zum [pehaupteten Ein- 
holen eine Fahrzeit von 20 min = šh, Achim eine 
[ше уоп 30тїп= in. Michael legt in der Zeit 
t- ih bei EE angenommenen Geschwindigkeit 
von у= E den Weg 


s-vit- 355m. jh- T$ 2km zurück. 


Um diese атаба іп einer halben Stunde bewálti- 
gen zu können, müsste Achim mit einer mittleren 
икт 
Geschwindigkeit von i = 2319" laufen oder 
2 
anders ausgedrückt: Er müsste jeden 100-m-Ab- 


schnitt in etwa 15,4s schaffen, was über mehrere 
Kilometer nicht leistbar ist. 

Zum Vergleich: Im Bereich der Weltrekordzeit über 
10000 m werden die 100-m-Abschnitte in durch- 
schnittlich etwa 16s gelaufen. 

b) realistische Aussage 

Begründung anhand einer geeigneten Modellie- 
rung: 

Modell entwickeln 

Man kann die Fließgeschwindigkeit v des Rheins 
aus den angegebenen Daten ableiten, weil die 
Fahrzeiten t, der Schiffe flussabwärts kleiner sind 
als die Fahrzeiten t, flussaufwärts. Nimmt man 
an, dass die Schiffe in beiden Richtungen mit der 
gleichen konstanten Eigengeschwindigkeit v, fah- 
ren, kann man anhand der Fahrzeitendifferenz 

At = t, - t, die Fließgeschwindigkeit v náherungs- 
weise bestimmen. 

Mit s für die Fahrstrecke und den Geschwindig- 
keiten v, = vs + v flussabwärts und v; = vs -v 
flussaufwärts erhält тап v, = v, + v = t und 
му, -У= в. 


Subtrahiert man die zweite Gleichung von der егѕ- 
t-st t- 

ten, so folgt DE 3s also ve 

Hinweis: 

Die Eigengeschwindigkeit v, lásst sich durch 


Addieren der beiden Gleichungen bestimmen: 
st, + t) 

SNE Do 

Modell anwenden 

Aus dem Kartenausschnitt kann man mithilfe des 

angegebenen Maßstabes entnehmen, dass Köln 


und Bonn-Bad Godesberg etwa 37 Flusskilometer 
voneinander entfernt sind: s = 37km. 
Von Köln nach Bonn-Bad Godesberg fährt das Schiff 
flussaufwärts und benötigt laut Fahrplan 4h 25 min. 
Abzüglich der Anlegezeiten von 5-5 тіп = 25 min 
ergibt sich eine reine Fahrzeit von 4h: t, = 4h. 
Von Bonn-Bad Godesberg nach Köln fährt das Schiff 
flussabwärts und benötigt abzüglich der Anlegezei- 
ten von 4-10 тіп + 5min = 45min eine reine Fahr- 
zeit von 2h 50min - 45 тіп = 2h 5min: 
t, = 2h5min = 25h. 
Berechnen der Fließgeschwindigkeit v: 

37кт-(аһ nl 37-2 km _ 37:23 km 


km 
ve 5, 77x52 h ” 200 п СОН 
2-4h-Sh zh 


Die Rechnung bestátigt die Aussage von Anna- 
Maria, die behauptet hatte, der Rhein habe eine 


Fließgeschwindigkeit von etwa At, 
Seite 1 Aue a Ee 


3 Die ,unfassbare" Prognose entspricht der im 
Text beschriebenen Situation. 

Begründung: 

Wenn ein erkrankter Fisch mit einer Wahrschein- 
lichkeit von 5096 pro Tag einen weiteren Fisch 
ansteckt, nimmt die Anzahl der erkrankten Fische 
exponentiell zu. Dabei ist der Wachstumsfaktor 
k=1+05=15. 

Bei einem Startwert von 6 erhält man für die von 
der Zeit t abhängige Anzahl N (t) erkrankter Fische 
das Wachstumsgesetz N(t) = 6-1,5', t in Tagen 
nach der Erstbeobachtung von 6 Erkrankungen. 
Mit N(30) = 6-1,530 = 1150506 bestätigt sich die 
,unfassbare" Prognose, weil die Anzahl der neu er- 
krankten Fische mit N(30) - 6 = 1150500 die Milli- 
onengrenze überschreitet. 


4 Zunächst verschafft man sich einen Überblick 
über die gegebenen Daten zum Luftdruck und be- 
rechnet daraus den jeweiligen Partialdruck des Sau- 
erstoffs. 
Hóhe (in m) 0 | 400 | 500 | 600 | 1000 
Luftdruck (in hPa) 1013 | 963 | 952 | 941 | 898 
Partialdruck (in hPa) | 212,7 | 202,2 | 199,9 | 197,6 | 188,6 


Gibt man die Höhen und zugehörigen Partialdrücke 
des Sauerstoffs in Listen ein und stellt den Zusam- 
menhang grafisch dar, so wird erkennbar, dass der 
Partialdruck des Sauerstoffs linear mit der Höhe 
abnimmt. 


4=140.96396 
Mit x für die Höhe (in m) und y für den Partial- 
druck des Sauerstoffs (in hPa) erhält man 

die Regressionsgerade mit der Gleichung 

у = -0,02406x + 212,2288 (Koeffizienten gerundet). 
Der Funktionswert an der Stelle 2962 ist etwa 
140,97. 

Deutung: Auf der Zugspitze liegt der Partialdruck 
des Sauerstoffs bei etwa 141,0hPa > 130hPa, so- 
dass Störungen der Leistungs- und Konzentrations- 
fähigkeit nicht befürchtet werden müssen. 


5 а) Nach Eingabe der Daten in Listen kann der 
Zusammenhang zum Beispiel mit dem GTR grafisch 
dargestellt werden. Dazu wird die Zeit zum Beispiel 
in Jahren nach 1900 gerechnet und auf eine Berück- 
sichtigung der Monats- und Tagesangaben verzich- 
tet. 


Auch wenn der als „Jahrhundertsprung“ bezeich- 
nete 8,90-m-Weltrekord von Bob Beamon aus dem 
Jahre 1968 etwas herausfállt, erscheint eine lineare 
Regression sinnvoll. 


Mit x für die Zeit (in Jahren nach 1900) und y für 
die Weltrekordweite (in m) erhält man die Regres- 
sionsgerade mit der Gleichung y = 0,01457x + 748 
(Koeffizienten gerundet). 
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Vergleich der tatsáchlichen Weiten mit den Weiten, 
die sich aus der Modellierung ergeben: 


| Jahr | Rekord: | berech- | Abwei- 

Sportler Land | nach ` weite nete Weite, chung 
| 1900 | (nm) | (inm) | (пт) 

LeGendre |USA | 24 | 776 | 783 | 007 
"Hubbard |USA | 25 | | 784 | -005 
Hamm [usa | 28 | | 78 | -001 
Cator Haiti | 28 789 | -004 
Nambu Ijapan | 31 | 793 | -005 
Owens ua | 35 | (799 | -014 
Boston USA | 60 | 835 | бла 
Boston USA | 61 | 837 | 013 
Boston [05А | e | 837 | 0,09 
RE ludssR| 62 | взт | 838 | 007 
Boston [USA | 64 | ват | оло 
Boston USA 841 | 007 
Boston | USA C 843 | 008 
HOM UdSSR | 67 835 | 846 | om 
Beamon |USA | 68 | 890 | | 0 
Powell — [USA | 91 | 895 | 881 | -014 
Summe der Abweichungen: | -0,21 


Die Abweichungen nach oben und unten gleichen 
sich insgesamt annähernd aus. An einer Stelle ist 
die Abweichung von der Modellierung sehr deut- 
lich, der ,Jahrhundertsprung" (Beamon 1968; 8,90 m) 
ist im Sinne der linearen Regression ein „Ausreißer“. 
In der Gesamttendenz kann die Modellierung je- 
doch als aussagekráftig bezeichnet werden. 

b) Mithilfe der Gleichung y = 0,01457x * 748 
(Regressionsgerade) erhált man eine Prognose, 
indem man berechnet, für welchen x-Wert der 
Funktionswert 9,5 angenommen wird: 

0,01457х + 748 = 9,5, also x = “руусу = 138,6. 

Die Gleichung kann eben- 
so mit dem СТЕ gelöst 
werden, zum Beispiel, in- 
dem die Stelle bestimmt 
wird, an der die Regres- 
sionsgerade die Gerade 
mit der Gleichung y = 9,5 
schneidet. 

Deutung: Auf der Basis der Modellierung (lineare 
Regression) ist eine Weltrekordweite von 9,50m 
etwa im Jahr 2039 zu erwarten. Diese Prognose ist 
allerdings sehr unsicher, weil aufgrund physiologi- 
scher Grenzen davon ausgegangen werden muss, 
dass das angenommene lineare Wachstum nicht für 
beliebig lange Zeiträume gültig ist, sondern dass 
sich die Weltrekordweite einem Grenzwert annä- 
hert. 


Intersection 
Wz13B.8738 .Ү=9.5..... 
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Definitionsbereich: 
Die untere Grenze des Definitionsbereichs ergibt 
sich aus der Überlegung, dass у > 0 sein muss. 

Die Nullstelle der Regressionsgeraden liegt bei 
etwa - 513,6, also muss aus formalen Gründen 

x > -513 sein. 

Die obere Grenze des Definitionsbereichs lässt sich 
nicht prázise festlegen, da unklar ist, bei welcher 
Weite die physiologischen Grenzen des menschli- 
chen Kórpers erreicht werden. Geht man davon aus, 
dass diese Grenze bei etwa 9,20m liegt, so muss 

x « 118 sein, weil die Regressionsgerade etwa an 
der Stelle 118,1 die Gerade mit der Gleichung 

y = 9,2 schneidet. 
Damit liefert die Mo- 
dellierung etwa für den 
Zeitraum zwischen den 
Jahren 1387 und 2018 
sinnvolle Werte. 


Seite 185 


6 grafische Darstellung der Daten aus Tab. 1, Seite 
185 im Schülerbuch, zum Beispiel mit dem GTR: 


Die grafische Darstellung zeigt, dass kein exponen- 
tielles Wachstum angenommen werden kann. Der 
Zusammenhang könnte linear sein, eventuell auch 
quadratisch, weil eine leichte Rechtskrümmung bei 
der gedachten Ausgleichskurve zu erkennen ist. 
lineare Regression: 


Nimmt man einen linearen Zusammenhang an, 
so kann die Stoffwechselintensität P (in Watt) in 
Abhángigkeit von der Masse m des Tieres (in kg) 
näherungsweise mithilfe der linearen Gleichung 
Р, = 0,6271m + 12,81 berechnet werden. 
quadratische Regression: 


Nimmt man einen quadratischen Zusammenhang 
an, so kann die Stoffwechselintensität P (in Watt) 


in Abhängigkeit von der Masse m des Tieres (in 
kg) näherungsweise mithilfe der quadratischen 
Gleichung Р, = -0,00101m? + 1,23914m + 2,838 53 
berechnet werden. 

Vergleich der Modellierungen mit den Messdaten: 


Stoffwechselintensität 
Tier мее EH Ee P. 
in kg) 1 2 
(in Wat) (in Watt (in Watt) 
Maus 0021| 017 | 1282 | 286 
Ratte 0282| 136 | 1299 | 319 
Meerschweinchen 0410| 170 | 1307 | 335 
Katze 300 | 738 | 1469 | 655 
Kaninchen 4,33 822 | 1553 8,19 
Hund 66 | 1393 | 1695 | 1097 
Schimpanse 380 | 5282 | 3664 | 4847 
Schaf 464 | 6078 | 4191 | 5817 
Mensch 700 | 8000 | 5671 | 8465 
Kuh 600 3840  |38907 |38397 


Die Tabelle zeigt deutlich die Vorzüge der quadrati- 
schen Regression gegenüber der linearen Regres- 
sion. Insbesondere bei kleinen Kórpermassen ist 
jedoch auch die quadratische Regression unbefrie- 
digend und kann den Zusammenhang nicht reali- 
tätsgerecht modellieren. Auch das für große Kórper- 
massen wechselnde Monotonieverhalten scheint 
der Realität zu widersprechen. 

Hinweis: Der Biologe Kleiber hat die mathemati- 
sche Modellierung weiter optimiert und beschreibt 
den Zusammenhang mithilfe einer Gleichung der 
Form P = a-mš, also mithilfe einer potenziellen 
Regression. 


7 a) Der durch Tab. 2, Seite 185 im Schülerbuch, 
beschriebene Zusammenhang kann weder durch 
ein lineares noch durch ein exponentielles noch 
durch ein beschránktes Wachstumsgesetz, bei dem 
es eine obere Schranke gibt, modelliert werden, 
weil die Werte für die Dichte zunächst ansteigen 
(höchster Tabellenwert bei 5°C) und dann für wei- 
ter anwachsende Temperaturen wieder abfallen. 
Aufgrund dieses Monotonieverhaltens kommt ein 
quadratisches Wachstumsgesetz in Betracht. 
quadratische Regression: 


Lët 


Die von der Temperatur x (їп °С) abhängige Dichte у 
(io) kann näherungsweise mithilfe der Gleichung 
y = –0,003718х2 - 0,05070x + 1000,3484 berechnet 
werden. 


Vergleich der tatsächlichen Werte mit denen, die 
sich aus der Modellierung ergeben: 


Temperatur | Dichte [in S) | berechnete 


Gn°) — | gerundet) Dichte (in ë) Abwehung 
0 | 99984 400085 | 051 
5 | 99996 100000 | 00 
10 9970 | 99947 -023 
15 | 99910 99875 |  -035 _ 
~ 20 | 99820 | 99785 05 
50 98803 | 98852 | 049 
98 959,77 95967 | -010 


Die berechneten Werte für die Dichte des Wassers 
weichen von den tatsächlichen Werten dem Betra- 


k 
ge nach um höchstens 0,515 ab. 


Die Modellierung kann mit Einschränkungen als 
geeignet angesehen werden. Die Einschränkungen 
betreffen in erster Linie das aus der Tabelle ables- 
bare Monotonieverhalten. Dieses wird durch die 
quadratische Regression nicht erfasst. 

b) Unter dem Stichwort „Anomalie des Wassers“ 
findet man zum Beispiel bei Wikipedia: 

„Als Dichteanomalie wird der Effekt bezeichnet, 
dass die Dichte einiger Stoffe nicht, wie bei den 
meisten Stoffen, mit abnehmender Temperatur 
über alle Aggregatzustände hinweg zunimmt, son- 
dern sich unterhalb einer gewissen Temperatur wie- 
der verringert, der Stoff sich also wieder ausdehnt. 
Der wichtigste Stoff, der diese Anomalie aufweist, 
ist Wasser. Es erreicht seine größte Dichte unter 
Normaldruck bei 3,98°C (siehe auch Eigenschaften 
des Wassers)“ 

Die Messreihe (Tab. 1) zeigt die Anomalie des Was- 
sers durch das Monotonieverhalten: Die Dichte ist 
bei 5°C höher als bei 0°C und fällt erst dann für 
weiter ansteigende Temperaturen immer weiter ab. 
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8 a) Durch Messen erhält man die Maße einer 
handelsüblichen Streichholzschachtel: 


a=5,2cm 


Schachtelvolumen: 
V=a-b-c = 5,2cm-3,5cm-1,3cm = 23,66 cm? 
Da die Streichhölzer etwa 4,5cm lang sind und 
in der Schachtel etwas Freiraum vor und hin- 
ter den Hölzern vorgesehen werden muss, kann 
eine Schachtellänge von etwa 5,2cm vorgegeben 
werden. Breite und Höhe sind frei variierbar mit 
der Nebenbedingung, dass sich ein Schachtel- 
volumen von etwa 23,66cm? ergeben muss: 
5,2cm-b-c = 23,66cm?. 
Für den Oberflächeninhalt O ergibt sich 
O = O(b; с) = 2-5,2cm-b + 2-5,2cm-c + 2-b-c 

= 10,4ст: (b + с) + 2bc. 


d 23,66ст? 4,55cm? 
Durch Einsetzen der zu с= T 


52cmb b 
umgestellten Nebenbedingung erhält man 

d d 
0(5) = 10,4cm-[b + 5527) + 2935567 


4,55cm? 
b 

Die Extremwertuntersuchung der Zielfunktion 

b — O(b), b » 0cm, kann anhand der Bedingung 

O'(b) = 0 oder mithilfe des СТЕ durchgeführt wer- 

den. 

Es ergibt sich ein mini- 

maler Oberflácheninhalt 

von etwa 53,468 cm?, 

wenn eine Breite b von 
4,55 cm = 2,133cm ge- 

wählt wird. 

Höhe c im Falle minimalen Materialverbrauchs: 


2 2 
455cm? _ 4,55ст? _ V455 cm = 2,133cm 


€ b зет 
Zusammenfassung: Eine Schachtel mit dem Volu- 
men 23,66 cmš und einer vorgegebenen Länge von 
5,2cm hat den kleinsten Oberflächeninhalt, wenn 
Breite und Höhe jeweils etwa 2,133 cm lang gewählt 
werden. Derminimale Materialverbrauch beträgt 
etwa 53,468 cm?. 
Materialbedarf für eine handelsüblichen Streich- 
holzschachtel: 
0 = 2-5,2cm-3,5 cm + 2:52cm- 13cm 
+ 2-3,5cm-1,3cm 

= 59,02cm? 
Der Materialverbrauch ist bei handelsüblichen 
Streichholzschachteln nicht minimal; gegenüber 
dem Minimalfall ergibt sich ein Mehraufwand an 
Material von etwa 10,4%. 


= 104cm (b * + 91cm?. 


22.133073B Wz53. 467816 
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b) individuelle Lósung 

Der Aspekt Materialaufwand erfordert eine Schach- 
tel, deren Breite mit der Hóhe übereinstimmt 

(vgl. a): 


a-52cm 


Ein geeignetes Anschreiben kónnte berücksichtigen, 
dass es aufgrund der quadratischen Seitenflächen 
keine bevorzugte Grundfläche gibt. Entsprechend 
könnte die grafische Gestaltung der vier Längs- 
fláchen jeweils gleich sein, sodass sich eine anspre- 
chende Wirkung auf den Kunden ergibt. 


9 Verstehen der Aufgabenstellung 

Zur Fertigung einer rechteckigen Tischplatte muss 
die Originalplatte durch ein oder zwei Schnitte, 
von denen einer parallel zur unversehrten, 150 cm 
langen Längsseite, der andere parallel zur unver- 
sehrten, 100 cm langen Breitseite geführt wird, so 
bearbeitet werden, dass ein Rechteck maximalen 
Flácheninhalts übrig bleibt. 

Entwickeln eines Plans, Mathematisierung 
Bettet man die Steinplatte in ein Koordinatensys- 
tem ein, zum Beispiel wie in Fig. 1, so kann das Pro- 
blem mathematisiert werden. 


Puly 7 1777| 
WB(1001100) ` ` 


20 A0 60 80 100 120140 160 180 200 220 
Fig.1 

Gesucht ist die Lage des Punktes P(u|v) auf der 

Bruchkante BC, für die das Produkt А = u:v maxi- 

mal wird. 

Die Gerade BC hat die Gleichung у= -Àx * 550, für 


die Koordinaten von P gilt also у= -Žu + 550, wo- 


bei 40 = и = 100 ist (Nebenbedingung). 

Setzt man die Nebenbedingung in die Gleichung 

A=u:v ein, so erhält man die Gleichung der Ziel- 

funktion zum vorliegenden Extremwertproblem: 
zuel Zu + 550 

А(и) = и-\-си + | 


Мїї А(и)= -2u2 + 550 und А'(и) = -$u + 550 =0 
ergibt sich das Maximum der Zielfunktion A an der 
Stelle 110. Wegen der Maße der Originalplatte ist 
jedoch ein Schnitt bei u = 110 > 100 nicht möglich. 
Die Stelle, an der die Zielfunktion ihr Maximum an- 
nimmt, liegt außerhalb des Intervalls | = [40; 100], 
auf das sie aufgrund des Sachzusammenhangs ein- 
geschránkt werden muss. 

| Vie 578Ң2+550/38 


ESSE 


Maximum 
Mm=110 „I. 7=10083.333 4 


Da die Zielfunktion A im Intervall | streng monoton 
wächst, wird das Maximum der auf | eingeschránk- 
ten Zielfunktion am rechten Rand, also bei и = 100, 
angenommen. Das Randmaximum A(100) = 10000 
ist zugleich das globale Maximum von A im Inter- 
vall I. 

Deutung der Ergebnisse im Sachzusammenhang 
Aus der Steinplatte kann ein Rechteck mit einem 
Flácheninhalt von maximal 10000cm? - 1m? ge- 
schnitten werden. Das „optimale Rechteck“ ist ein 
Quadrat, das mit einem einzigen Schnitt hergestellt 
werden kann. Dieser wird parallel zur unversehrten 
Breitseite geführt und trennt von der Originalplatte 
ein Trapez ab, dessen parallele Seiten 40cm bzw. 
100 cm lang sind. 


Exkursion: Projektthemen rund ums 
Modellieren 


Seiten 16 mm a c me EE 
Bevölkerungsentwicklungen 


1 Die Aussage im Text, dass „das Wachstum Ende 
2006 bei 1,63% pro Jahr lag“, unterstellt ein expo- 
nentielles Wachstum mit dem Wachstumsfaktor 

1 + 1,63% = 1,0163. Dagegen unterstellt die Aussa- 
ge ,..., was einem jährlichen Bevölkerungszuwachs 
von etwa 18 Millionen Menschen entspricht ein 
lineares Wachstum mit einer konstanten jährlichen 
Wachstumsrate von 18 Millionen. Diese beiden Aus- 
sagen stehen im Widerspruch zueinander. 

Aus dem Text ist die langfristige Bevölkerungsent- 
wicklung zu entnehmen. Dabei erhält man auch 
eine Aussage für 2006, wenn man die Angabe 
„1,63% entsprechen 18 Millionen” auf 100% hoch- 


0,018 Mrd. > 
Тез "100 = 1,104 Mrd. 


Jahr | 1955 1966 | 2000 | 2006 
Bevölkerungszahl (in Mrd) | 04 | 05 | 10 | 1104 


rechnet: 


Die langfristige Bevölkerungsentwicklung kann 
durch ein exponentielles Wachstumsgesetz model- 
liert werden. 

exponentielle Regression: 


Die Bevólkerungszahl (in Mrd.) x Jahre nach 

1955 kann náherungsweise mit der Gleichung 

y = 0,4007 -1,0203* berechnet werden. 

Die exponentielle Regression bestätigt die Aussage, 
dass sich das „Bevölkerungswachstum nur wenig 
abgeschwächt hat" (1,63% gegenüber 2,03%). 
aktuelle Bevölkerungsentwicklung: 

Geht man vom Jahr 2006 aus und nimmt einen 
Wachstumsfaktor von 1,63% an, so lässt sich die 
weitere Bevölkerungsentwicklung mit dem Wachs- 
tumsgesetz у = 1,104-1,0163* (x in Jahren nach 
2006; y in Mrd.) modellieren. 


Jahr 2006 2007 | 2008 2009 2010 
Bevölke- 

rungszahl 11040 | 1,1220 | 1,1403 | 11589 | 1,1778 
(in Mrd.) 

Zuwachs | 

(in Mio) 0 18,0 18,3 18,6 18,9 


Die behauptete Konstanz des absoluten Bevölke- 
rungszuwachses von 18 Mio. pro Jahr ist nicht zu- 
treffend. 

Diese Angabe ist allenfalls in grober Näherung und 
bei Betrachtung kleiner Zeiträume gerechtfertigt. 
Ein konstanter Wachstumsfaktor bedingt zugleich 
einen beständig anwachsenden absoluten jährli- 
chen Zuwachs. 


2 Es erscheint sinnvoll, ein Wachstumsgesetz zu- 
grunde zu legen, das die aktuelle Bevölkerungsent- 
wicklung möglichst gut beschreibt (vgl. Aufgabe 1). 
Zum Bespiel kann man von dem Wachstumsgesetz 
y = 1,104-1,0163* ausgehen, bei dem x die Jahre 

ab 2006 zählt und die Bevölkerungszahl y in Mrd. 
angegeben wird. Ordnet man dabei die jeweiligen 
Bevölkerungszahlen dem 1. Januar des betreffenden 
Jahres um 0.00 Uhr zu, so lässt sich nun die Zeit- 
rechnung auf Sekunden umstellen: Für die Anzahl s 
von Sekunden ab 1.1.2006, 0.00 Uhr, nach x Jahren 
gilt s = 365-24-60-60x = 31536. 000x. 
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Damit kann das Wachstumsgesetz auch in der 
folgenden Form geschrieben werden: З 

у = 1104-1,0163 3793899 = 1104 [1,01635%:%) š 
Mithilfe dieser Gleichung kann die Bevölkerungs- 
zahl zu jeder vorgegebenen Sekunde explizit be- 
rechnet werden. 

Im Sinne der Aufgabenstellung erscheint eine 
rekursive Berechnung günstiger, bei der die Bevöl- 
kerungszahl jede Sekunde aktualisiert wird, zum 
Beispiel gekoppelt mit einer Uhr. 

Mit у, = 1104000000 (1.1.2006, 0.00 Uhr) und 
Yasa = Yn 10163558, п = 0,1,2... 

erhält man eine Rechenvorschrift, mit der eine 
solche sekundenweise Aktualisierung möglich ist. 
Die ersten ganzzahlig gerundeten Werte sind 

Yo = 1104000000 (1.1.2006; 0.00 Uhr); 

yı = 1104000001 (1.1.2006; 0.00 Uhr 15); 
y; = 1104000001 (1.1.2006; 0.00 Uhr 25); 
ys = 1104000002 (1.1.2006; 0.00 Uhr 35); 


Уло = 1104000006 (1.1.2006; 0.00 Uhr 105); 


Уво = 1104000034 (1.1.2006; 0.01 Uhr); 


Улвоо = 1104001019 (1.1.2006; 0.30 Uhr) 


3 individuelle Lösung 

Zum Beispiel kann herausgearbeitet werden, dass 
das Bevölkerungswachstum in Entwicklungsländern 
in vielen Fällen exponentiell modelliert werden 
kann, wobei insbesondere die Größe des jeweiligen 
Wachstumsfaktors von Interesse ist. Es sollten auch 
Länder betrachtet werden, bei denen die Bevölke- 
rungszahl rückläufig ist. 

Die Veranschaulichung kann in Form von Tabellen 
und Diagrammen erfolgen. 


Gezeiten - ein natürlicher periodischer Vorgang 
soll ins Internet 


4 zu entnehmende Informationen: 

- Zeitpunkte, zu denen in Emden Niedrigwasser 
(NW) und Hochwasser (HW) eintritt 

- genaue geografische Lage der Großen See- 
schleuse in Emden: 53°20'13"N (geografischer 
Breitengrad, N für Nord) und 7°11'11"E (geo- 
grafischer Längengrad, E für Ost) 

zu klärende Fachbegriffe: 

- MEZ (engl. Central European Time, CET): für 
Mitteleuropa und damit auch für Deutschland, 
Österreich und die Schweiz gültige Zeitzone; 
entspricht der mittleren Sonnenzeit des 15. Län- 
gengrades östlich von Greenwich und weicht von 
der Weltzeit UTC um +1 Stunde ab 
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- MESZ (engl.: Central European Summer Time, 
CEST): mitteleuropäische Sommerzeit; entspricht 
der mittleren Sonnenzeit des 30. Längengrades 
östlich von Greenwich und weicht von der Welt- 
zeit UTC um +2 Stunden ab 

- Seekartennull (SKN): Bezugsebene für Tiefenan- 
gaben in Seekarten und Gezeitentabellen; richtet 
sich nach dem niedrigsten Wasserstand, der im 
Rhythmus der Gezeiten auftritt 

Hinweis: Traditionell wird das mittlere Springnied- 

rigwasser (MSpNW) als SKN definiert. Springnied- 

rigwasser ist der besonders niedrige Wasserstand, 
der sich nach Ablaufen des Wassers (Ebbe) bei Voll- 
mond und bei Neumond ergibt. 

Das SKN liegt annähernd um einen halben Tiden- 

hub unter dem mittleren Meeresspiegel, dem Geo- 

id, der als Hóhenbezug bei der Landvermessung 

gewählt wird. Geoid und SKN können um mehr als 

einen Meter voneinander abweichen. 


5 Мап entwickelt anhand der Daten іп Fig. 1, 
Seite 118 im Schülerbuch, eine Sinusfunktion 

f: t — a-sin(bt + c) + d, die die Abhängigkeit des 
Wasserstandes f (t) (in m) von der Zeit t (zum Bei- 
spiel in min ab 20.7.2006, 0.00 Uhr) móglichst genau 
beschreibt. 


NW oder | n Zeit nach 0.00 Uhr — | Wasserstand 
HW | des 20.7.2006 (in min) (in m) 
NW | 0226 w | o 
HW | 0838 | 518 me 
NW | 1448 | aa 

ua 

С NW | 0328 1648 
HW | 0947. 2027 
"NW | 1602 2402 - 
HW | 2225 285 


hält man zum Beispiel, indem man Zeiten und Was- 
serstände in Listen eingibt und mit dem GTR eine 
Sinusregression durchführt. Dazu sollte eine mög- 
lichst genaue Schätzung der Periode p vorgegeben 
werden. Diese erhält man zum Beispiel anhand der 
Zeiten aufeinanderfolgender Niedrigwasser durch 
Mittelwertbildung: 

p = $742 + 760 + 754) = 752. 

Sinusregression: 


Der Vorgang kann näherungsweise durch die Sinus- 
funktion 

f: t — 1,57-sin(0,00842t - 3,121) + 2,205 

modelliert werden (t inmin nach 0.00 Uhr des 
20.7.2006; f(t) in m bezogen auf SKN; Parameter 
gerundet). 

Zum Beispiel kann auf 
der Grundlage der Mo- 
dellierung das erste Nied- 
rigwasser (NW) für Sams- 
tag, den 22.7.2006, 
vorhergesagt werden. Es 
wird eine Höhe von etwa 0,635m haben und wäh- 
rend der 3169. Minute nach 0.00 Uhr des 20.7.2006, 
also etwa um 4.49 Uhr, eintreten. 

Der Graph der modellierenden Funktion f zeigt, 
dass sich der Wasserstand in der Mitte zwischen 
HW und nachfolgendem NW bzw. in der Mitte zwi- 
schen NW und nachfolgendem HW am stärksten 
verändert, weil der Graph hier dem Betrage nach 
die größte Steigung hat. 

Entsprechend verändert sich der Wasserstand am 
wenigsten zu Zeitpunkten, in deren Nähe HW oder 
NW eintritt („Umkehrpunkte“). 


Miniraum 
#=3169.2997 „Үс. 


Hast du Töne? 


6 Die Bildfolge stellt Schwingungen einer Schalt 
quelle bei unterschiedlicher Lautstárke und unter- 
schiedlicher Tonhóhe dar. Die Schwingungen kón- 
nen durch zeitabhängige Sinusfunktionen der Form 
f: t — a-sin(bt + c) beschrieben werden. Durch 
geeignete Festlegung des Zeitnullpunktes kann 
erreicht werden, dass die Startstelle im Ursprung 
liegt, dass also c = gesetzt werden kann. 

Die Lautstärke wird durch die jeweilige Amplitude 
a der Sinusfunktion wiedergegeben, die Tonhóhe 
durch die Frequenz f, die als Kehrwert der Periode 
T der Schwingung aufgefasst werden kann. Verwen- 
det man anstelle des Parameters b den Parameter 
f, so ergibt sich wegen T = 22 und f = 1 für die 
dargestellten Schwingungen die allgemeine Glei- 
chung f(t) = a-sin(2nf-t). 

Funktionsgleichungen der in Fig. 1, Seite 119 im 
Schülerbuch, dargestellten Graphen: 

Abbildung oben links: Periode se: = 1,25 


f(x) = 0,5 -5іп(2л-0,8-х) = 0,5 sin (1,67 +x) 


Abbildung oben rechts: Periode = - š = 0,83 
f(x) = 0,8-sin(21-12:x) = 0,8 5їп(2,4л-х) 
Abbildung unten links: Periode as =2 


f(x) = 0,9-5їп(2л-0,5-х) = 0,9 sin (m: x) 
Abbildung unten rechts: Periode Ея = 4 


fO) = 025-зїп(2л-0,25-х) = 0,255іп(5х) 


Hinweis: Die Funktionsvariable x kann im Sinne дег 
Physik als Zeit (in ms), der Funktionswert f(t) als 
Elongation (in Skalenteilen) gedeutet werden. 


Mit Modellierungen eigene Meinungen bilden 


7 a) Der Verkehrsfluss wird im Text als „Anzahl 
der Autos, die bei einer Geschwindigkeit von х*т 
auf der Länge xkm fahren“ festgelegt. Eine Aussage 
über den so verstandenen Verkehrsfluss F erhält 
man, indem man die Streckenlänge (in m) durch die 
Summe aus der mittleren Fahrzeuglänge | und dem 


mittleren Abstand a aufeinanderfolgender Fahrzeu- 


ge (jeweils in m) dividiert: F = am, 


Als mittlere Fahrzeuglänge | kann etwa 4m ange- 
nommen werden, der Abstand a hängt maßgeblich 
von der jeweiligen Geschwindigkeit der Fahrzeuge 
ab. 

Für die Abschätzung des Abstandes a ergeben 

sich aus dem Text drei mögliche Varianten, die als 
,2-Sekunden-Abstand"-Regel, „Fahrschulfaustformel“ 
und Regel ,Halber-Tacho" bezeichnet werden. 
Erláuterungen: 

Die Regel ,2-Sekunden-Abstand" meint, dass der 
eingehaltene Abstand a der Strecke entsprechen 
sollte, die man bei der jeweiligen Fahrgeschwindig- 


keit x (in хт) innerhalb von zwei Sekunden zurück- 
legt. 

Beispiel: Geschwindigkeit вот, also x = 60 
Abstand: 

(85:899. 2)m = Ei = 333m 

Die ,Fahrschulfaustformel" ist im Text auf Seite 119 
im Schülerbuch genauer erklärt. Der Abstand a wird 
als sinnvoll erachtet, wenn er dem Anhalteweg bei 


der jeweiligen Fahrgeschwindigkeit x Е h Em) ent- 
spricht. 


Beispiel: Geschwindigkeit 60X*. also х= 60 


Anhalteweg: (3:60 + 8) т = (18 + 36) m = 54m 


Die Regel ,Halber-Tacho" meint, dass der durch 2 
dividierte Tachostand einen sinnvollen Abstand in 
Metern angibt. 

Beispiel: саке вок" 
Abstand: £m- 30m 


ү, also x=60 
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 Schüerbuchseite 187 — 1. === 


Durch die Varianten bezüglich des Abstandes a er- 
geben sich für den Verkehrsfluss F drei verschiede- 
ne Modellierungsmöglichkeiten. 
b) Konkretisierung der Modellierungsmöglichkeiten 
für den Abstand a (in m) bei der Geschwindigkeit x 
кт 
EE 
(1) „2-Sekunden-Abstand“-Regel: 
E 

а(х) 7352718 

()Fahrschulfaustformel: 


а(х) = 33 + Jc = 03х + 0,01x2 


(3) Regel ,Halber-Tacho": 
а(х) = 5 = 0,5х 


grafische Darstellung der Abstandsfunktionen: 


Flotz_Plotz 
KAL bet? 


Nach der ,Fahrschulfaustformel" ergeben sich die 


größten Abstände. Die Abstände nach der ,2-Sekun- 


den-Abstand"-Regel sind nur unwesentlich größer 
als die Abstände, die sich aus der Regel „Halber- 
Tacho" ergeben. 


grafische Darstellung des Verkehrsflusses 
Е = = .x:1000 , 
а+а(ю): 
Flotz Hatz 
Ni BI DON e (4+1 


SVZELBGOR/C4+B, 3 
K+. 01X? 

Уу РВ1б@@х/с4+и/2 
MOT 


resch 


—————— J 


Der Verkehrsfluss F ist bei der Abstandsfestlegung 
,Halber-Tacho" für alle Geschwindigkeiten oberhalb 
von 20*т am größten. Richtet sich der Abstand 
nach der „2-Sekunden-Abstand“-Regel, so ergibt 
sich jeweils ein etwas geringerer Verkehrsfluss. 
Wird der Abstand gemäß , Fahrschulfaustformel" 
eingehalten, so erreicht der Verkehrsfluss ein Ma- 
ximum bei etwa 20m (mit 1429 immerhin etwa 
75% des Wertes, EN sich bei 160%" nach der Regel 
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,Halber-Tacho" ergibt). Da der Verkehrsfluss hier mit 
weiter anwachsenden Geschwindigkeiten streng 
monoton abnimmt, erscheint ein Fahrverhalten, das 
sich streng an der ,Fahrschulfaustformel" orientiert, 
nicht sinnvoll und auch nicht realistisch. 
Gegenüberstellung der Abstánde und des Verkehrs- 
flusses bei verschiedenen Geschwindigkeiten: 


Ec ` mittlerer Abstand 


Geschwin- Verkehrsfluss 
digkeit (in 6" CH 
moo mioio 
° Го ео тое [е 
10 55 | 4 | 5 |1047 4250 | 1111 
20 na | 10 | 10 4324 | 1429 | 1429 
зо — | 167 | | 15 | 1452 | 1364 | 1579 
40 |222| з | 20 |1525 | 1250 | 1667 
50 — |278 | 40 | 25 | 1573 | 1136 | 1724 
60 | ззз | 54 | 30 |1607| ' 
70 
80 
90 
100 
w 
420 
130 
лао. 
150 
160 — 
470 
(80 — |1000| 378 | 90 mm lm 


— — ! i 
© Die Eignung der verschiedenen Modellierungen 
für den Abstand a können nicht allein vor dem 
Hintergrund einer Optimierung des Verkehrsflusses 
betrachtet werden. In gleicher Weise sollten auch 
Sicherheitsaspekte Berücksichtigung finden. 

Die Betrachtung der Abstände zu den drei Varian- 
ten liefert mit den Abständen gemäß „Fahrschul- 
faustformel" (— (2)) zugleich Anhaltswerte für 

den im Bedarfsfall erforderlichen Anhalteweg. Die 
Abstände gemäß (1) und (3) (Regeln „2-Sekunden- 
Abstand" und „Halber-Tacho“) liegen für hohe 
Geschwindigkeiten enr deutlich unterhalb dieses 
Anhalteweges; bei вот ist der geschätzte Anhalte- 
weg bereits etwa doppelt so lang wie der Abstand 
gemäß (1) und mehr als doppelt so lang wie der 
Abstand gemäß (3). Aus dieser Tatsache ergibt sich 
ein mit der Geschwindigkeit immer weiter anwach- 
sendes Unfallrisiko. Berücksichtigt man, dass der 
Verkehrsfluss gemäß (1) und (3) für sehr hohe Ge- 
schwindigkeiten nur noch unwesentlich anwächst 
(„Sättigung“), erscheint in Abwägung der Forderung 
nach einem möglichst großen Verkehrsfluss gegen 
den Sicherheitsaspekt eine Begrenzung der Ge- 
schwindigkeit im Sinne eines ,Tempo-100-Gesetzes" 
durchaus bedenkenswert. 
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1 Differenzenquotient und Steigung 7a) 
i H | H E maria mts sisa 
Seite 1 krumm un mn; CT? & 
LE i H- 
1 а) Die Steigung des Graphen ist in den Punkten | FH 
A und D positiv. TI H 
b)C-B-A-D | A ZEE 
77 FT ОА RS 15058 a {5 
2 а) -10 b) -0,04167 | арр | BE E IE 
c) -5000 d) -0,00001 Tes Ai ив пирини 
š IH ү" ANTEC 
Bette Jäger er L3 | р 
1 LLL? iB Г 
7-0 _7 -0_0 ЕНЕ 
3 а) 5-1=5 b) 5-9 -9- 0 Ў = 34 E 
7-4 _3 2-0.2 teigung: m = 2 
95-573 9$-,7371 b) ZS 
4 а) f'Q)= 4 b) f'(2) = -0,5 ЕЕЕ Ë: 
c) #(2) = 8 d) f'(2) = 32 ҮП | сс i 
е) #(2) = 12 f) #(2) = 0 I Í | 
g) f'(2) = 0,35 h) #(2) =0 4 i r rH 
5 a)f(x9-1 b) fx) = -1 
c) f'(x) =-0,5 d) f'(x) = 2 
6 a) ()f(-1)=-2 (П) #7) = 3 
(11) fC1) = -1 (М) #(-1 = -3 
b) (I) (n) 
| | I 
МН 
HENG, H GE 
TA) | 
IR REN G | L 
HH Г 
FIAT. HT CH 
EA 
ишини” GE 
l - | 
(n) 
18 k: LII | 
е LEE 
| TI 
n | 
bus 2 ME 
+ Ai TH 
1-41-25 ш! Steigung: m = 3 
| ГА 8 Vorgehensweise: Man zeichnet die gegebenen 
1 -6 I Punkte in ein Koordinatensystem ein sowie eine 
r1 E T 


Die eingezeichneten Geraden sind sehr wahrschein- 
lich die Tangenten im Punkt P. 


Gerade mit der angegebenen Steigung durch den 
jeweiligen Punkt. Die eingezeichneten Punkte ver- 
bindet man durch einen Funktionsgraphen, der in 
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den gegebenen Punkten ungefähr die Steigung der 
Geraden hat. 
a) Punkte mit ee Steigung: 


L88 м! Änderungsverhalten von Funktionen 


Der Graph könnte wie folgt aussehen: 


9 Der Graph der Funktion 


ist eine nach unten ge- 


öffnete Parabel mit dem Scheitelpunkt S(015). Für 
Punkte mit positiver x-Koordinate fällt der Graph, 
für Punkte mit negativer x-Koordinate steigt der 


Graph. 


a) Steigung negativ, Vorzeichen: - 
b) Steigung positiv, Vorzeichen: + 
c) Steigung negativ, Vorzeichen: - 


d) Steigung 0 


2 Ableitung 


Seite 198 mm ame 


1 a) f'(5)=-30 b) #(-5) = 


30 С) #(-1,5) = 9 


2 а) f()=6 b)f()= A с) f'2)--4 
d)f'(4-8 е) (3) =-120 — f) #(3) = 12 
3 a ra 42 b) #(-1) =1 9 f()--i 
d) t'a) = 2. е) #(3) = -1 f) #0) = N 
4 a) (0) = 12 b)f(0--3 9 f'(-1 
d)f(n-3 e) Р(0) =0 f) 2-14 
5 г-у b) e 

с) f'(8) = 7E d) #02) = 1 

е) f(3) We f De 

6 f(D-i 

7 а) m = 125-0 b) Vm = 12, es 


8 Für die Geschwindkeit v gilt v(t) = s’(t). Bei 
einer Beschleunigung von a = 3 beträgt die Ge- 
schwindigkeit nach 2 Sekunden у = 6" und nach 
5 Sekunden v = 157. 

Bei einer Beschleunigung von а= 35 hátte das 
Auto nach etwa 4,63 Sekunden eine Geschwindig- 
keit von SO bzw. nach 9,26 Sekunden eine Ge- 
schwindigkeit von 100*т, 


3 Ableitungsfunktion 


1 #(х) = 6х 


3 а) b) 


2 (А): (3) 

Die Steigung des Graphen von (A) ist immer positiv 
und wird mit größer werdenden Werten für t konti- 
nuierlich größer. 

(В): (1) 

Die Steigung des Graphen von (В) ist immer positiv. 
An der Stelle 0 ist die Steigung 0. 

(©): (4) 

Der Graph von (C) hat eine konstante, positive Stei- 
gung von etwas mehr als 1. 

(D): (2) 

Der Graph von (D) hat bis zur Stelle -1 eine nega- 
tive Steigung. Dann ist bis zur Stelle 1 die Steigung 
positiv. Danach ist sie wieder negativ. 


4 Beide Graphen haben dieselbe Ableitung. 
Die Graphen sind nur parallel zur y-Achse verscho- 
ben und haben somit an den gleichen Stellen auch 


dieselbe Steigung. 
HHHH Si 44 
| H I Pa L EI 1 | 
ЕЕЕ BESSERES 

Li Së tette 

Tte =? T W: 10-15 
| ГЕР | 
IBEBENEREENRF: u 

4 i et == BN 
TTTTTT 715 T 1 TIT 

5 а) Ғ(х) = 8х b) fr) = -10x +2 


с) #(х) =0 d) #(х) = 2 


Seite:202— E ee 


6 а) #(х) = 3 

x. | BE + : KA KE) I ы T 
+ n ett 
TH Г if. I 
i 1112 [ HH EECH 
Weg I I 
| HETH HHE 
P 114 ek 
| 3 2 4 >. 1 2417? г 
Ру ITJ EA E TE E A D ege 
17 ШШШ -tT СГ | 

|1 ] | 
AH TT HH 
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_5сһШегрисһзейе 202 — 


b) Р(х) = 2х - 2 


е) f'(x) = 3x2 
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NO 


7 a) Wenn die Funktionswerte einer Funktion f 
für größer werdende Werte für x zunehmen, dann 
ist die zugehörige Ableitungsfunktion in diesem In- 
tervall positiv. 

b) Je größer die Steigung des Graphen von f ist, 
desto größer sind die Werte der Ableitung von f. 
c) Wenn eine Funktion f linear ist, dann ist die zu- 
gehörige Ableitungsfunktion konstant. 

d) Wenn die Funktionswerte einer Funktion f kon- 
stant sind, dann ist die dazugehörige Ableitungs- 
funktion null. 


8 а) Wenn der Graph von f nach unten verscho- 
ben wird, verändert sich der Graph von f’ nicht. 
b) Wenn der Graph von f nach oben verschoben 
wird, verändert sich der Graph von f’ nicht. 

c) Wenn der Graph von f nach rechts verschoben 
wird, verschiebt sich auch der Graph von f’ nach 
rechts. 

d) Wenn der Graph von f nach links verschoben 
wird, verschiebt sich auch der Graph von f’ nach 
links. 


9 а) Р(110,5) b) P(-0,51-2,25) 
ЕНЕН 

10 а) x, = 0; x-i b)x-1 

М а) Р(х) =5 b) "(9 = les 


c) f”(x)=2x+1 


12 v(0 = s'(t) 
a) v(3) 302 b) t« 1s 


13 М) = -2 = -125, w'(8) = -$ = -0,06 

Die lokale Änderungsrate gibt an, wie sich die 
Wassermenge im Becken zu diesem Zeitpunkt 
verändert. Da die lokale Änderungsrate für t = 1 
und t = 8 negativ ist, nimmt die Wassermenge im 
Becken zu diesen beiden Zeitpunkten ab. 


== =s: s сша  Schlllerbuchselten2203=207:==: 


5ейе:2@3г—.а.-.шапышгышсзны:—:.. EE 


14 a) Die Steigung betrug um 1045 Uhr ca. 2000”, 
um 10.45 Uhr ca. -20007 und um 1115 Uhr ca. 
-40007. 

b) Die lokale Anderungsrate der Flughóhe war etwa 
um 10.05 Uhr am größten und etwa um 11.20 Uhr 
am kleinsten. 


15 a) Nach 5 Sekunden hat das Fahrzeug einen 
Weg von 75 Metern, nach 8 Sekunden einen Weg 
von 96 Metern zurückgelegt. 

b) 5'(6) - 8 und s'(10) = 0 

c) Die lokale Änderungsrate s’(t) entspricht der Ge- 
schwindigkeit des Fahrzeugs. 


16 a) Mit v(1,5 s) = 5'(1,55)= 10-sin(o)-1,57 er- 
hält man für о = 20° eine Geschwindigkeit von ca. 
5,132 bzw. für а = 40° eine Geschwindigkeit von 
са 9,649. 

b) Für a = 0° erhält man s(t)=0 und für а = 90° 
erhält тап s(t) = 5-1. Beträgt der Neigungswin- 
kel a = 0°, so steht der Skateboardfahrer auf einer 
waagerechten Ebene. Bei einem Neigungswinkel 
von a = 90° würde der Skateboardfahrer an einer 
senkrechten Wand (z.B. im obersten Punkt einer 
Halfpipe) stehen. In diesem Fall würde die Bewe- 
gung einem freien Fall entsprechen. 


baa N 
[ Beschleunigung | | | | | | Lk H HH- 
ГЇ EP) 


18 Die Ableitungsfunktion gibt die lokale Ände- 
rungsrate der Bevölkerung an. Ist die Ableitung po- 
sitiv, so nimmt die Bevölkerung insgesamt (Zuzug, 
Wegzug, Geburten, Sterbefälle) zu. 

TH H Г "Lokale lnderungsrate T 
7 | der Bevölkerungszahl ` 


LLLI 
Li 


A Ableitungsregeln 
Seite.206 u m en mm 


1 Druckfehler im 1. Druck der 1. Auflage des Schü- 
lerbuches bei Teilaufgabe c). Es muss g(x) = x* hei- 
Ben. 

a) f(x) = 3x2 

c) go) = 4x 

e) h'(x) = 6х2 + 30x5 

g) (х) = -8х+8 

i) К(х) = –48х5 + 3х2 - л 


b) f'(x) = 10x° 

d) К'(х) = 28x$ - 25 х4 
f) Р(х) = -33x? + 5х 
h) Р(х) = 3х5 + 4х3 – 1 


2 а) #(х) = -4x5 = A 
b) 80) = -7x* = -5 


с) Р(х) = -10х1 - x? = BA 


d) (х) = -15х4 - 45x 6 - 5 
е) Кх) =3х2-2= 3-2 

f РО) Ben Aen A 
g) р(х) = 272 + 10x? = 272 + G 
h) Р(х) =-10х- 2x? = -40x - 2 


i) POD = 336- 48x7 - 338 - $ 


3 а) Р(х) = 16х5 - х* = s SX 
b) #(х) = x +á 

c) Р(х) =-2x + 6x*=-2x + £$ 
d) f6) »x  -N7-x, fQ92 END 
e) g(x) = -x?- 3x5; g'(x) = 2x? + 15x 6 = 3 + 2 


f) х) = -3x? - 3x2; Р(х) = 6x3? - 6x = 5 - 6х 
i-re ria cis 
g) ho) =x; Һ(х) 75x? x 


1 Aal Se 4 = " А 2 
h) у= как У EIER 5+2x yet 
D 0) 5, Р) = -3X 3 L5 
4 а) (х) = 5 - 2х b) (х) = 2x + 3x2 
c) f'(x) = 15 х2 + 20x d) Р(х) = 2x+4á 
е) f'o)-4x-8 f) #(х) = 2х 
g) Р(х) = 12x? - 16 h) f) = -9x? +1 
i) Р(х) =-3x% 


Selten re 
5 a)f'(0-10t*-1 
b) g’(a) = -4V3 -a5 + 6a? 
©) f) = 5v? *2nv 
d) h'(b) = b? - 12b 
" 7 
е) f(y)= zw 
f) f'(q) = -2q'3 - 2q5 
g) q'(f) = -21f5« 3/5-£? 
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7 Schülerbuchseiten 207-210 


h) b'(c) = -15c* + ie 
i) v(p24nr? 


6 a)f(x)=2ax 
c) Р(х) = 1 

е) Ғ(х) = 31+1 
g) Р(х) = 3Vt -x2 


b) g (a) = x «n 
d) f'(t) = -1 

f) v( =3t2 +3х 
h) f(0- т 


i) #(5) =0 

7 а) (а) =1 b) fm = -ax? 
9 f'6) = (c + 1) -х d) Ра) = 02 +-= 
е) g(Ü = 5-12 ned = -1 

g) f'(p) = ai h) (с) = 6c - 30 


i) g(b-2ab*a^-a 


8 а) Р(х) = 12x? + 6х2 
#'(х) = 36x? + 12x 
f"(x) = 72х + 12 


c) fx) = 4x4 BET 
Р(х) = -$x -xX 


Р(х) = -4x2 - 2x 


b) f'(x) = 2058 - 24x2+1 
f"(x) = 60x? - 48x 
f” (x) = 120x - 48 


d) f'(x) = 42x6 + 27x? 
f'(x) = 252x° + 54x 
f"(x) = 1260x + 54 


е) Р(х) =3х5-х2+1х 0 Р(х) =5 
0) = 150 - 2х+7 E 
f"() = 609 -2 f"(9)-0 


9 а) Ғ(х) = 15х* -6x +6 
#'(х) = 60x? - 12x 

f"(x) = 180x? - 12 

FIN (x) = 360x 


FU (X) = 360 

ЖУ) (х) = 0 5 1 
b) Р(х) = -3x - ie +щ 
Ғ'(х) = EL - 2 

f"(x)  -9x - 1 
GERD 

(х) = 0 


с) f'(x) = 6/5 -х5 - 4r? 
#'(х) = 30/5 -x* - 127x? 
f”) = 12045 -х3 - 24лх 
{40% (x) = 360 5 -x? - 247 
f(x) = 7205 -x 

КУ) (х) = 720 V5 

+ (х) = 0 


10 individuelle Lösung 

Der Graph könnte eine zur x-Achse parallele Gerade 
sein, denn z.B. für die Funktion f mit f(x) = 5 ist 
die erste Ableitung f'(x) = 0 gleich jeder höheren 
Ableitung. 
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11 а) y--4x*4; ander Stelle 1 


b) y = - 13x - 18; an der Stelle Ed -138 
c) у= -8x + 19; an der Stelle э = 2,38 
12 а) у= 05х-ж bys-zxsi 


с) у= 24,75x - 3425 


13 a) Die Ableitung von f mit f(x) = Зх +2 an den 
Stellen 4 und 9 ist 3. 

b) Die Ableitung einer linearen Funktion mit 
y=mx+b ап einer beliebigen Stelle ist m. 

c) Die Ableitungsfunktion einer linearen Funktion 
ist konstant. 
14 а) х= 0 b) x= 3 


te ЧИР: 
9 х1=-2 +12: &7-73- 115 


5 Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion 


Seite 210 


1 а) Ғ(х) = 12-соѕ(х) 

©) f'(x) = - V5 -sin (x) 

е) f'(x) = 15x? -cos (x) 

f) f'(x) = -2:sin() - cos(x) 


b) Р(х) = 2-5їп(х) 
d) Р(Х) = 1-cosQ) 


2 ag b) 0 95 
d) 2л 92-3 9-4-2 


MIA 


3 а) Tangente: у= Ex - SCH +7 


S 


Normale: у = - V2 -x +I 5 2 


b) Tangente: y = 3 = х- 57 < EH 
Normale: у= ig wm- E 


0) Tangente: у = (1+ v2)x - 22m + VZ 
2) + 2:7 + yz 


Normale: у = (1 - 


4 а) соѕ(х) = 1, also x, = 0 und x, = 2n, 

also P,(010); Р,(2л10) 

b) cos(x) = 0, also x, = 
3 

P (211): Р) 

c) со5(х) =4, also x, =5; also x = 57, also 


($128); 37-243) 


n 3л 
лай also 


5 Die Ableitung der Sinusfunktion ist die Kosinus- 
funktion. Da der Kosinus nur Werte zwischen - 1 
und 1 annimmt, kann die Steigung des Graphen der 
Sinusfunktion nie größer als 1 sein. 

Entsprechend ist die minimale Steigung -1. 


6 а) #Ғ(х) = 1 + cos(x); f'(x) = 
kez 

EN) =1- зіп(х); g 00) =2= x = 3 + 2nk; keZ 
b) Da die Kosinusfunktion für alle x größer oder 
gleich -1 ist, kann f’ nie kleiner als 0 werden. Also 
besitzt die Ableitungsfunktion keinen VZW. Also be- 
sitzt der Graph von f keine Extrempunkte. 


2—x-0-*2nk 


Da die Sinusfunktion immer größer oder gleich 1 ist, 


kann auch g' nie negativ werden und somit besitzt 
g keinen VZW und der Graph von g keine Extrem- 
punkte. 


7 а) P(0,739111,3472); Q(0,739110,5462) 
b) P,(- 0,8489 | 0,5711); Q,(- 0,8489 | -0,6118) 
P5(0,3231|2,2140); Q, (0,3231 10,0337) 


8 а) Anden Stellen (2k + 1), keZ, hat der 
Graph von f Extrempunkte, in denen die Tangente 
jeweils parallel zur x-Achse verläuft. Die Normale 
verläuft in diesen Fällen parallel zur y-Achse, sodass 
sich für (2k + $5; ke? kein Dreieck ergibt. 
b) и= 2л: 
(л) = Na f'(x) = cos(x), also (л) -5 
Tangentengleichung: 
0) = -4V2 (x - їл) + i2--W2xs (+ iz 
Normalengleichung: 
п(х) = у(х - 2л) +112 = ух - EE 
Flächeninhalt des en Dreiecks: 
a= i 3) «(1n - 2) 3n = Suë 
= 5,888 
и=-л: 
fen) = 0; f'(x) = соѕ(х), also f'(-m) = -1 
Tangentengleichung: 
t =(-1)(х+л)+0=-х-л 
Normalengleichung: 
п(х) = (+1)(х+л)-0=х+л 
Flächeninhalt des eingeschlossenen Dreiecks: 
A=4-(m+n)-|-n| = л? = 9,870 
„й. 
us: 


f(5) = 23; #09 = cos, also (3) = 5 
Tangentengleichung: 
00-163) 08 -xpa 
Normalengleichung: 

no = C2(x- 5) * 383 = -2x $n «23 
Flácheninhalt des eingeschlossenen Dreiecks: 


A- iEn + 143) - (-24 363) = лә = 1371 


6 Monotonie 
Seite;212.- m e De 


1 individuelle Lösung, z.B.: 


a) 
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d) 


УТ 


24 


e) 


1-51-41-31-21-140) 
Кышы мы ЕГА 


Seite 213 


2 а) Die dargestellte Funktion ist überall streng 
monoton. 

In den Intervallen I, = ]- °°, 0] und 1, = [2, el ist 
sie streng monoton zunehmend und im Intervall 

1; = [0, 2] ist sie streng monoton abnehmend. 

b) Die dargestellte Funktion ist im Intervall 1, = ]- ©, 
2] streng monoton zunehmend und im Intervall 

1, = [2, el streng monoton abnehmend. 

c) Die Funktion ist im Intervall I, = ]- ©, -2] streng 
monoton zunehmend und im Intervall I, = [-2, ©[ 
monoton zunehmend (oder monoton abnehmend). 
d) Die dargestellte Funktion ist überall streng mo- 
noton. 

In den Intervallen I, = ]- e, 1] und 1, = [3, ®[ ist 
sie streng monoton zunehmend und im Intervall 

l = И, 3] ist sie streng monoton abnehmend. 

e) Die dargestellte Funktion ist im Intervall I, = ]-®, 
-2] streng monoton abnehmend und im Intervall 

1, = [-2, ee[ streng monoton zunehmend. 
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f) Die dargestellte Funktion ist überall streng mo- 
noton abnehmend. 


3 a) individuelle Lösung 
Beispiel: 

f(x) = -x; g(x) = -ix =2 

b) individuelle Lösung 

Beispiel: 

f(x) = (х – 1); g69-(x-1*-1 
c) f(x) = cos(x); g(x) = sin(x + 2) 


4 a) Die Funktion ist linear. 

b) Die Funktion ist eine Exponentialfunktion der 
Form f(x) = a-b* + c. 

c) Die Funktion ist eine Exponentialfunktion der 
Form f(x) = an, 

d) Die Funktion ist eine Potenzfunktion mit ungera- 
dem Exponenten. 


TAA er. |<0 für x<-2 
5 а) Ғ(х) = 4+ 2х; f'(x) IN e 


Die Funktion f ist für x $ -2 streng monoton ab- 
nehmend und für x 2-2 streng monoton zuneh- 
mend. 
TE бр ы ОРЕХ 13,5 
ER "ю-[% für х>135 
Die Funktion f ist für x = 13,5 streng monoton 
abnehmend und für x 2 13,5 streng monoton zu- 
nehmend. 
c) Р(х) = ET x3 = x(x3 - 1); 
“(y 1<0 für 0«x«1 
fe) »0 für x «0 oder x>1 
Die Funktion f ist für 0 š x 31 streng monoton 
abnehmend und für x š 0 sowie für x 21 streng 
monoton zunehmend. 
0 für x«-2 
d) fro) = 1х3 + 4; Р(х) = |“ 
DER @ Kr für x»-2 


Die Funktion f ist für x 5-2 streng monoton ab- 
nehmend und für x 2-2 streng monoton zuneh- 
mend. 

е) Wegen sin(x - 7) = –соѕ(х) gilt: Die Funkti- 

on ist in den Intervallen [k-n; (k + 1):л], ke z, 
streng monoton zunehmend, falls k eine gerade 
Zahl ist. Sie ist streng monoton abnehmend für un- 
gerade Werte von k. 

D Die Funktion ist in ihrem gesamten Definitions- 
bereich streng monoton abnehmend. 


6 а) Zutreffende Aussage, weil f'(x) < 0 ist für 
alle xe[0; 2]. 

b) Nicht zutreffende Aussage, weil f'(x) > 0 ist für 
alle xe [-3,5; -3[. 

c) Zutreffende Aussage, weil f'(x) < 0 ist für alle 
xe[t; 3]. 


7 а) Die Funktion Länge des Drahtes — Gewicht ist 
streng monoton zunehmend. Verlängert man den 
Draht, so nimmt auch sein Gewicht zu. 

b) Die Funktion Fahrstrecke — Tankinhalt ist streng 
monoton abnehmend. Je weiter gefahren wird, 
desto weniger Treibstoff befindet sich im Tank, 
wenn zwischenzeitlich nicht erneut getankt wird. 

с) Die Funktion Parkzeit — Parkgebühr ist monoton 
zunehmend, sie ist aber nicht streng monoton, da 
eine längere Parkzeit nicht immer auch eine höhere 
Parkgebühr bedeutet. 

d) Die Funktion Fallzeit — Fallgeschwindigkeit ist 
streng monoton zunehmend. Mit zunehmender 
Fallzeit nimmt die Fallgeschwindigkeit immer wei- 
ter zu. 

(Hinweis: An dieser Stelle kann der „freie“ Fall ge- 
genüber dem „realen“ Fall unter Einfluss der Luftrei- 
bung diskutiert werden.) 

Während des Fallens verringert sich die Höhe ober- 
halb des Bodens bis zum Aufprall, dann bleibt die 
Höhe unverändert. Die Funktion Fallzeit — Höhe ist 
monoton abnehmend, aber nicht streng monoton 
abnehmend, weil sich mit zunehmender Zeit die 
Höhe verringert oder sich mindestens nicht vergrö- 
Bert. 


8 Der Wert von b spielt für die Monotonie keine 
Rolle. 

a) Die Funktion nimmt streng monoton zu für 
m>0. 

b) Die Funktion nimmt streng monoton ab für 
m<0. 

с) Für m = 0 ist die Funktion sowohl monoton zu- 
nehmend als auch monoton abnehmend. 


7 Extremstellen und Extremwerte 
бее ыс = UU LU Sn MR sss UE 


1 Dargestellt sind mögliche Funktionen, die die 
geforderten Bedingungen erfüllen und dabei einen 
möglichst niedrigen Grad haben. 

individuelle Lösung 

a) Beispiel: 


HH 


b) Hinweis zum 1. Druck der 1. Auflage: Die Koordi- 
naten des Punktes H sind vertauscht angegeben. 
Korrekt muss es heißen: H(314). 

Beispiel: 


TH 


| 
^ 


2 a)f’(x)=2x- 6; Nullstelle von f: 3 

Die Ableitungsfunktion wechselt an der Stelle 3 das 
Vorzeichen von ,-" nach „+“. 

Der Graph der quadratischen Funktion f hat an der 
Stelle 3 seinen Scheitelpunkt, dessen Tiefpunkt- 
eigenschaft sich aus dem positiven Koeffizienten 
von X? bzw. dem Vorzeichenwechsel ergibt. 
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b) Р(х) = 6х - 2; Nullstelle von f: $ 


Die Ableitungsfunktion wechselt an der Stelle i das 
Vorzeichen von „—“ nach „+“. 

Der Graph der quadratischen Funktion f hat an der 
Stelle 1 seinen Scheitelpunkt, dessen Tiefpunkt- 
eigenschaft sich aus dem positiven Koeffizienten 
von х? bzw. dem Vorzeichenwechsel ergibt. 

c) Р(х) = -4x - 11; Nullstelle von f': -2,75 

Die Ableitungsfunktion wechselt an der Stelle - 2,75 
das Vorzeichen von „+“ nach „-“. 

Der Graph der quadratischen Funktion f hat an der 
Stelle -2,75 seinen Scheitelpunkt, dessen Hoch- 
punkteigenschaft sich aus dem negativen Koeffizi- 
enten von x? bzw. dem Vorzeichenwechsel ergibt. 
d) f'(x) = 3x2 - 3; Nullstellen von f': -1 und 1 

Die Ableitungsfunktion f' wechselt ап der Stelle -1 
das Vorzeichen von „+“ nach „-“, an der Stelle 1 von 
„=“ nach „+“. Der Graph von f hat folglich an der 
Stelle -1 einen Hochpunkt, an der Stelle 1 einen 
Tiefpunkt. 

e) f'(x) = 3x2 - 2; Nullstellen von f": -% und É 


Die Ableitungsfunktion f' wechselt an der Stelle - B 


das Vorzeichen von „+“ nach „-“, an der Stelle E 
von „—“ nach „+“. Der Graph von f hat folglich an der 


Stelle -% einen Hochpunkt, an der Stelle É einen 
Tiefpunkt. 

f) f'(x) = 9х2; Nullstelle von f' 0 

Die Ableitungsfunktion f’ hat an der Stelle 0 keinen 
Vorzeichenwechsel; sowohl für x < 0 als auch für 
x>0 ist f'(x) > 0. Der Graph von f hat folglich an 
der Stelle 0 einen Sattelpunkt. 

g) Р(х) = х3 – 2х2 - 3x = x(x? - 2x - 3; 

Nullstellen von f: –1, 0 und 3 

Die Ableitungsfunktion f" wechselt an der Stelle -1 
das Vorzeichen von ,-" nach „+“, an der Stelle 0 von 
„+“ nach „-“ und an der Stelle 3 erneut von ,-“ nach 
„+“. Der Graph von f hat folglich an den Stellen -1 
und 3 Tiefpunkte, an der Stelle 0 einen Hochpunkt. 
h) f'(x) = -x3 + 3x? = -x2(x - 3; 

Nullstellen von f’: 0 und 3 

Die Ableitungsfunktion f’ hat an der Stelle 0 keinen 
Vorzeichenwechsel; in der Umgebung von 0 ist f'(x) 
sowohl für x « 0 als auch für x > 0 positiv. An der 
Stelle 3 wechselt f' das Vorzeichen von „+“ nach „~“. 
Der Graph von f hat folglich an der Stelle 0 einen 
Sattelpunkt, an der Stelle 3 einen Hochpunkt. 

i) Р(х) = 4х3 - 4x = Ax - 1); 

Nullstellen von f: -1, 0 und 1 

Die Ableitungsfunktion f’ wechselt an der Stelle -1 
das Vorzeichen von „-“ nach „+“, an der Stelle 0 von 
„+“ nach „-“ und an der Stelle 1 erneut von „-“ nach 
„+“. Der Graph von f hat folglich an den Stellen -1 
und 1 Tiefpunkte, an der Stelle 0 einen Hochpunkt. 
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3 а) (х) = 3х2 +1 Die Ableitungsfunktion f" hat 
keine Nullstellen, der Graph von f folglich keine lo- 
kalen Maxima und Minima. 


b) f'(x) = 5x* + 3x2 = x2(5x2 + 3) 

Nullstelle von f: 0 

Die Ableitungsfunktion f' hat an der Stelle 0 keinen 
Vorzeichenwechsel, der Graph von f folglich an der 
Stelle 0 einen Sattelpunkt. 


c) f'(x) = 01x^ - 0458 = 0/3 (x - 4) 

Nullstellen von f': 0 und 4 

Die Ableitungsfunktion f’ wechselt an der Stelle 0 
das Vorzeichen von „+“ nach „-“, an der Stelle 4 von 
„>“ nach „+“. Folglich ist f(0) = 0 ein lokales Maxi- 
mum, f(4) = - 512 ein lokales Minimum. 


-6+-51-4-34-2./1.9 
Li LOL 1A 


4 а) D," ROR; Р) =1- 2 

Nullstellen von f -1 und 1 

Funktionswerte: f(-1)=-2 und f(1)=2 

Die Ableitungsfunktion f’ wechselt an der Stelle 

-1 das Vorzeichen von „+“ nach „-“, an der Stelle 1 
von ,-" nach „+“. Der Graph von f hat folglich einen 
lokalen Hochpunkt H(-1|-2) und einen lokalen 
Tiefpunkt T(112). 


| 

LI 
HH I | 1 
b) D, Ix € RI x š 0) = R; fO = т - 
Nullstelle von f': 0,25 
Funktionswert: f(0,25) = 0,25 
Die Ableitungsfunktion f’ wechselt an der Stelle 
0,25 das Vorzeichen von „+“ nach „-“. Der Graph 


von f hat folglich einen (lokalen) Hochpunkt 
Н(0,25 | 0,25). 


HH 1 
La | | 80251025) 


©) Di = R(0) = R}; Р) = -5- 2х 

Nullstellen von f': keine 

Da die Ableitungsfunktion f' keine Nullstellen hat, 
hat der Graph von f keine lokalen Extrempunkte. 


5 а) Nullstelle von f^: -2 

Die Ableitungsfunktion f' wechselt an der Stelle -i 
das Vorzeichen von ,-" nach „+“. Folglich hat der 
Graph von f einen Tiefpunkt mit dem x-Wert E 

b) Nullstellen von f: -3 und 2 

Die Ableitungsfunktion f’ wechselt an der Stelle 

-3 das Vorzeichen von „+“ nach „-“, an der Stelle 2 
von „-“ nach „+“. Folglich hat der Graph von f einen 
Hochpunkt mit dem x-Wert -3 und einen Tiefpunkt 
mit dem x-Wert 2. 

c) Nullstellen von f: 0 und 3 

Die Ableitungsfunktion hat an der Stelle 0 keinen 
Vorzeichenwechsel, an der Stelle 3 wechselt das 
Vorzeichen von ,-" nach „+“. Folglich hat der Graph 
von f einen Sattelpunkt mit dem x-Wert 0 und ei- 
nen Tiefpunkt mit dem x-Wert 3. 


6 Hochpunkt H(-3|2); Übergang von steigen- 
dem zu fallendem Verlauf; das Vorzeichen von f’ 
wechselt an der Stelle -3 von „+“ nach „-“. 
Tiefpunkt T(2|-2); Übergang von fallendem zu 
steigendem Verlauf; das Vorzeichen von f’ wechselt 
an der Stelle 2 von „-“ nach „+“. 

Sattelpunkt S(4|-1); Tangente in S parallel zur 
x-Achse, in der Umgebung von S durchgängig stei- 
gender Verlauf; f'(x) ist hier für x < 4 und x > 4 
jeweils positiv. 


7 a)f wechselt bei - 4 und bei 6,5 das Vorzeichen 
von „+“ nach „-“. Der Graph der zugehörigen Funkti- 
on hat dort jeweils einen Hochpunkt. Bei 0 wechselt 
f' das Vorzeichen von „-“ nach „+“, der Graph von f 
hat dort einen Tiefpunkt. 

b) Bei х= 3 hat f' eine Nullstelle ohne Vorzeichen- 
wechsel, also hat der Graph von f dort einen 
Sattelpunkt. 
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с) Skizze eines möglichen Graphen von f: 


8 Extremwertprobleme 
Seite 2320. 


1 Summanden: x und 12 - x 

a) Gleichung der Zielfunktion: р(х) = x(12 - x) 
Maximum von p: p(6) = 36 

Deutung: Das Produkt ist bei gleich großen Suman- 
den maximal: 6(12 - 6) = 6:6 = 36. 

b) Gleichung der Zielfunktion: q(x) = x? + (12 - x)? 
Minimum von а: q(6) = 72 

Deutung: Die Summe der Quadrate der Summan- 
den ist minimal, wenn die Summanden gleich groß 
gewählt werden: 62 + (12 - 6? = 62 + 62 = 72. 


2 Nebenbedingung: v = -iu +3; 0zus5 
Gleichung der Zielfunktion: A(u) = u[-šu + 3) 
Maximum von A: A(2,5) = 3,75 

Deutung: Der Punkt P muss bei (2,5|1,5) liegen, 


damit der Flächeninhalt des Rechtecks OP’PP” maxi- 


mal wird. 

Hinweis: Mit dem Maximum 3,75 wird gerade die 
Hälfte des Flächeninhalts ausgeschöpft, den das 
Dreieck ORQ besitzt: Aoro = 3-5-3 = 75. 


3 а) Gleichung der Summenfunktion: 

s(x) = р(х) + q(x) = 1,5х2 - 2х + 4, 05х54 

lokale оканда von $: 

s(2 )-3 E (globales Minimum), s(0) = 4 und 

5(4) = А (globales Maximum) 

Deutung: Die Summe der Funktionswerte im Inter- 
vall | ist mindestens E (an der Stelle 2) und höchs- 
tens 20 (an der Stelle 4). 

b) Gleichung der Differenzfunktion: 

а, (х) = а(х) - р(х) = -0,5x? + 2х, 05х54 

lokale Extremwerte von d;: 

d,(2)=2 (globales Maximum), 4,(0) = d,(á) = 0 
(globales Minimum) 


Deutung: Die Differenz der Funktionswerte im Inter- 


vall | ist mindestens 0 (Schnittstellen der Graphen 
von p und q am Rand von I) und höchstens 2 (an 
der Stelle 2). 
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Wird die Differenzfunktion 

d,(x) = р(х) - а(х) = -d,(x) = 0,5х2 - 2х, 05х54, 
betrachtet, so ist d,(2)=-2 globales Minimum 
und d,(0) = 4,(4) = 0 globales Maximum. 


4 a) Flächeninhaltsformel für Trapeze: 
A=4@+c)h 


a 


Im Folgenden wird der Punkt (010) in Fig. 2 auf 
Seite 180 des Schülerbuches mit T bezeichnet. 
Trapez OTRS: 
A,(u) = (05 + TR)OT 
Trapez TPQR: 
Ayu) = 3 (TR + PQ)TP = (f(u) + f(5))(5 - u) 

= Jf (u) + 2,75)(5 - u) 
Mit A(u) = A,(u) + А, (и) folgt die nachzuweisende 
Gleichung. 
b) Gleichung der Zielfunktion: 
A(u) = 1@- 0,05u? + u + 4)u 


+3(-0,05u3 +u +4 + 2,75)(5 - u) 
= -0,125u? + 3125u + 16,875 

Maximumbestimmung mit dem GTR: 
A(2,887) = 22,889 
Deutung: Der Flächeninhalt des Fünfecks OPORS 
wird maximal, wenn der Punkt R etwa bei 
(2,887|5,684) liegt. Der Flächeninhalt ist in diesem 
Fall etwa 22,889 Flächeneinheiten groß. 
Hinweis: Der Graph 
von A zeigt, dass das 
bestimmte Maximum 
bezogen auf das Intervall 
I = [0; 5] global ist. Am 
Rand von | erhält man 
das globale Minimum 
А(0) = A(5) = 16,875. 


OT = 3(4 + f(u))u 


Maximum 
#=2.BB67516 Y=z2.BB3065 


5 Gleichung der Zielfunktion: 
hw =g- #0) = 1х3 + 2252 - Sx «4; 05х56 
Extremwertbestimmung mit dem СТК: 


— eil 


124.0359545 


Maximum 
#=5.75543 


globales Minimum: h(1,911) = 1,196 

globales Maximum: h (5,755) = 4,036 

Deutung: Die kleinste Höhe des Fertigteils wird 
nach etwa 1,911m erreicht. Sie beträgt dort etwa 
1,196 m. 

Die maximale Höhe von etwa 4,036 m ergibt sich 
etwa nach 5,755m. 


6 а) d(u)= + 

Die Ersatzfunktion f f(u) = d2(u) = 
nimal für u = 1. Kleinster Abstand: Ze 

b) d(u) = Yu? -1,5)? + u2 

Die Ersatzfunktion f: f(u) = d2(u) = (u? - 15) +u? 
wird minimal für u = +1. Kleinster Abstand: 125. 
9 d(u) = Yu2)? + (u - 3)? 

Die Ersatzfunktion f: f(u) = d2(u) = u? + (u - 3? 
wird minimal für u = 1. Kleinster Abstand: V5. 

d) d(u) = Yu? + (u - a? 

Die Ersatzfunktion f: f(u) = d?(u) = и + (u - a)? 
wird minimal für u=a -4. 

Kleinster Abstand: 14a -1. 


7 а( = үх2 + (15 – х) 
Die Ersatzfunktion f: f(x) = 
wird minimal für x = 7,5. 
Kürzeste Diagonale: 7,5 /2. 
Allgemein muss das Rechteck ein Quadrat sein; 


х=й; kürzeste Diagonale: 5/2. 


n-(V36 - 2) -x 


3n(36 - х2)х 

EN bei x=2V3n x 

maximales Volumen: 16,3 л 

V = 4-n-h2-x + 3-n-h2(6 - x) 
= 2-h?n 

maximal für h = 3 

maximales Volumen: 187t 


1 * u? wird mi- 


d?(x) = х2 + (15 - x)? 


«t E 


9 A-8-12-2-1xy D. M c 
-246-302- у 

12 
e E 
y" = y = 3х 
А(х) = -6x? + 24x + 12x 
maximal für x=3 
Алах = 54 er в 


10 Esist A=2x- y*ixn-2 
oder y=1- Zx. 
U=nx+2x+2y oder 

UW = (n + 2-x + 2(2 - 2x) oder 
uw = 5. х+2, хе(0; +) 
Aus RE ergibt 
sich x 0748. 


Wegen v) > 0 liegt ein Minimum vor. Dies 
ist auch das absolute Minimum wegen U(x) — œ 
für x — 0 und x— e. 

Damit hat der Kanal die Breite 2x = 1,5 т; das 
Rechteck hat die Höhe y = 0,75 т. (Die Fragestel- 
lung ist durchaus realistisch, denn die seitliche Ab- 
stützung sowie der Überbau sollten kostengünstig 
gebaut werden. Dies kann aber nur dann gesche- 
hen, wenn möglichst wenig Ummauerung nötig ist.) 


11 v = 4025.020 - 2x)-x = 3х2 - 70x2 + 400x mit 
0sxs10. Aus V'(x) = 9x2 - 140x + 400 = 0 erhält 
7- mpe 


= 3,77. Aus 


man die einzige Lösung х= 
V" (x) = 18x - 140 
erkennt man, dass 
wegen V”(3,77) < 0 
ein relatives Maxi- 
mum vorliegt. 

Da V(0) = V(10)- 0 х 
ist, liegt ein absolutes Maximum vor. Das Schach- 
telvolumen wird also maximal, wenn Quadrate 
der Länge 3,77cm herausgeschnitten werden. Die 
Maße der Schachtel sind a = 14,3cm; b = 125cm; 
c = 38cm. V = 674cm?. 


12 a) V - jxhh = 2, also h= mit x> 0 
Nahtlinie: M = nx + h, also М(х) = nx* 


мб = m - 2S; М(х) = > 0. Мх) = n-1$-0 


ergibt х= (5) = 1175. Wegen М”(х) > 0 liegt ein 


lokales Minimum vor, das wegen М(х) — © für 
x — 0 und für x— © ein absolutes Minimum ist. 


h = (20): = 4845. Bei absolut kürzester Schweiß- 
naht muss der Durchmesser des Topfes ca. 11,7 cm, 
seine Höhe 18,5 cm sein. 
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b)o- 7x2 + nxh mit M: mit x > 0, also 
069) = xà +i; 0'09 = 3x - 5; О") = +5 
0'69-7 2x = š = 0 ergibt x = (sy = 1,721. o 
0"(1721) > 0 liegt ein lokales Minimum vor, das 
wegen О(х) – e für x — 0 und für x — e ein 

1 
absolutes Minimum ist. h = ER = 0,860. Radius 
r= 2 = 0,860. Damit liegt dann ein minimaler Mate- 


rialverbrauch vor, wenn Grundkreisradius und Höhe 
übereinstimmen und jeweils etwa 8,6cm lang sind. 


8 vedo (7-60 
V6) =? - rx 
D wird maximal für 
er; Vma 36/5 18. 
Bei айтыш Volumen ist die Oberfläche in. 


Für r = 10cm erhält man x = Bom und 
Vmax = V(8) = 95,4 ст? und O = 160cm?. 


Die Funktion V(x) = Ix2- (10 - x- D y lässt sich 


am einfachsten mit einem CAS auf Maxima unter- 
suchen. Man erhält natürlich die gleichen Werte wie 
oben. h = 4,47cm. 


14 а) A=xch, Pc eX = ne b- Bx 

А(х) = ios - 2x) =bx- 2x2 wird maximal für 
x=3 B; Аъ" jab. 
Für чы, b = 60m ist 


Xmax = 40m; һа = 30m. a 


Amax = 1200m? h 
ae 
ER аы I 
a 
Va? + b? a 


A(x) = ^а? + b? =" 


= x(a- х) 


A(x) = bx - 2х2 
(s. o; gleiche Werte für Xmax und Amax) 
b) Das Problem von Teilaufgabe a) muss nur für das 
kleinere Dreieck P,P,P; gelöst werden. 
а _ Уа? +62 


Das kleinere Dreieck hat die Kathetenlängen 
ā=80-3-5=72 b = 60 - 3 - Ë = 53,25. 
Xmax = 36 von P, aus gemessen, für (A) und (B). 
Amax = 377275325 = 358,5. 


тах 
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E Se с рше > 
15 V=rn-h; 8 = VR- 


Vo) = ?1-2- R2 - 2 
(VO) = 4n2(R2r - r9) 
wird maximal für 


EECHER 


46 V v = /3-h; a = Dreiecksseite; rem - 
ее NES 


le - +) h wird maximal für 


:J 


Wiederholen - Vertiefen - Vernetzen 
Seite 222 z == == =: 


1 a) #(х) = 6х2 
b) 0) = -3x*- - Ë 
©) Р(х) = 15x 


d) f'(x) = -2x = -2 

e) Р(х) = -4x I 
f f'o)-1*— s 

g) Р(Х) = cos(x) + 6x 

h) #00 = —= + 55іп() 

i) Р(х) = 3cos(x) - 35їп(х) 


2 а) #(х) = 2х b) #'(х) = 2 
c) #(х) = 2х +2 d) f(x) = 2x 
е) Р(х) = 4x? f) f'o9- A 


g) f'(x) = асхс-1 
i) Р(х) = 3x2+ c 


h) f'o)2Q*ox'*c 


3 ay-27x-54 b)y= 
c) y=-6x-5 


1 
8^ +1 


A а) in keinem Punkt 
b) in keinem Punkt 
c) P,(10|-10); P,(-10 110) 


a P[- 3 +а) 


Er em IRE dS EEUAD.. — —ss=cussssxsqaisusssussaasaSchülerbirehseitea222::. 


f) Nur lösbar für negative Werte von b: 
Alt el: 
Säi Be +) га 


5 а) An der Stelle 0 sind die Funktionswerte von f 
und g gleich groß. 

b) Die Ableitungsfunktionen f’ und g’ besitzen kei- 
ne gemeinsamen Punkte. 


EE 


6 a) GI-15; y, = 
P5(-3115; y; = x +18 


b) P(1]4) у= вх 

с) P4018; у= 6; P2012; y> = 2 

d) P,QI-2; y.» x - 4 PC212; yy = x+ á 
е) P(-2]|-2) y= an? 

f) P,(= 0,4964 |= 3,6418); y, = 4x + 1,6561 
P,(= -0,4964|= 2,3582); у, = 4x + 4,3439 


x=48 


7 a) Wahre Aussage, weil f'(x) š 0 ist für alle 
xe [0; 2]. 

b) Falsche Aussage, weil f' an der Stelle -1 das Vor- 
zeichen nicht wechselt; der Graph von f hat an der 
Stelle -1 einen Sattelpunkt. 

c) Wahre Aussage, weil f' zwei Nullstellen mit Vor- 
zeichenwechsel besitzt; der Graph von f hat an der 
Stelle 0 einen Hochpunkt, an der Stelle 2 einen Tief- 
punkt. 

d) Wahre Aussage, weil der Graph von f’ genau drei 
Punkte besitzt, in denen die Tangente parallel zur 
x-Achse verläuft; die Nullstellen von f” liegen bei - 
bei = -0,3 und bei = 1,4.5 


8 Pyramidenvolumen: V = Zei, h 
Nebenbedingung: 12 = h? + Get =h2+ £ also 
а? = 207 - h2) 

Gleichung der Zielfunktion: 

V(h) = 4a2-h = 4-2(2- һ®-һ = (2h - h?) 
0<һ< ^ 5 

Ableitungen der Zielfunktion: 

V'(h) = Zuz- зһ); V”(h) = Sr --4h 
positive Nullstelle von №: h - x 

Prüfen der zweiten Ableitung: V" (#)- SZ <0 
zugehörige Werte von a und V: 


2 - 2le LU. Am BEI 
а 21: (в d 3U, also а= 21 
412.2 5 5 
Vals! 
Mantelflächeninhalt einer quadratischen Pyramide: 


M= 43a.) ne [Б = 2ajh? DE = ауан? +a? 


us an 1504 im Fall maximalen Volumens: 
DEE 42р 


Deutung und Konkretisierung für | = 1,5 т: 
Unter den gegebenen Bedingungen ist ein Zelt- 
volumen von maximal $505 m)? = 0,866m 
möglich. Dieses ergibt sich bei einer Höhe 


von кт = 0,866m und einer zugehörigen Kanten: 


länge der Grundfläche von 2: u = 1,732 m. 


In diesem Fall werden ina. (1,5 т)2 = 4,243m? 
Zeltstoff benötigt. 
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Sachthema: Mathematik in Berufen 
Seite 228 = 


1 Wenn man das Geld der Investition (hier 
50000€) anlegen würde, würde man beispielswei- 
se wie auf dem Rand angegeben 7,85% Rendite 
(Zinsen) erhalten. Daher ist beispielsweise ein 
Geldbetrag von 9000 €, den man im nächsten Jahr 
verdient, heute nur 8344,92 € wert, denn wenn man 
heute den Betrag von 8344,92 € mit 7,8596 Zinsen 
anlegen würde, hátte man nach einem Jahr 9000 €. 
Man rechnet also: Ywert des Geldes heute = 9000 - 1,0785%, 
wobei x = -1 gilt, wenn das Geld wie in dem be- 
schriebenen Beispiel im nächsten Jahr verdient wird 
und auf ein Jahr zurück, also auf den heutigen Wert, 
abgezinst wird. x =-2 würde demnach bedeu- 

ten, dass das Geld in zwei Jahren verdient werden 
würde und man sich für den heutigen Wert dieses 
Geldes interessiert. 

Die Summe aller zurückgerechneten (abgezinsten) 
Betráge stellt den Gesamtwert dar. Dieser muss in 
dem Beispiel 50000 € betragen. 


j - 


Jahr | 0 1 | 
К > BE 
Einnahmen ` 0 10000 10000 

Ausgaben 50000 1000 1000 

Bilanz (Einnahmen ` 

- Ausgaben) | 50000 9000 | 9000 

Abzinsungsfaktor a | 1 0,92721372 |0,859725 29 

abgezinste Bilanz 

(a-Bilanz) 50000 $ 8344,92 27193 

Summe дег abge- ы 2 ge 

Ne | 50 oop; | 41655,08 | -33 Ma 
Jahr EA 

Einnahmen | 10000 10000 10000 

Ausgaben | 1000 | 100 | 4 000 _ 

Bilanz (Einnahmen | 

— Ausgaben) 24 9090 2900 

Abzinsungsfaktor a 714908 | 073912757 85 32923 


penam TER DUE xe | 
abgezinste Bilanz 


u |! 
(a-Bilanz) 7174,34 | 6652,15 6167,96 
Summe der abge- | M 
Zinston “2614321 | 20091,06 1392310 
Jahr E 6 | 7 ] ss, 
Einnahmen 10000 10000 10000 
Sch ЭА... 

Ausgaben | 1000 1000 1000 
Bilanz (Einnahmen 
- Ausgaben) 2000 
| sns _ L 
Abzinsungsfaktor a |0,63544666 0, 

` = E T 
abgezinste Bilanz | 71902 | 530275 | 491679 
(a: Bilanz) |. 
Seen -2901,32 | 2015,46 


zinsten Bilanzen 2820208 | 
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Die Investition erreicht also nach ca. 7 bis 8 Jahren 
ihren Break-even-Point. Wenn man von einem klei- 
neren Zinssatz ausgeht, dauert es wesentlich kürzer. 
Etwa bei p = 596 wáre der Break-even-Point schon 
nach 6 bis 7 Jahren erreicht. 


Seite 229 
2 a) Die Daten werden zunächst einmal grafisch 


dargestellt: 
Ausgaben (in Mrd.) 


0 


1994 


1998 2003 Jahr 
Hieran erkennt man einen mit Schwankungen ver- 
sehenen linearen Verlauf. 

Mithilfe der linearen Regression erhält man die 
Funktionsgleichung y = 2,35x - 4565,8, wobei x 
das Jahr und y die Ausgaben der gesetzlichen Kran- 
kenkassen angeben. 


jahr | Ausgaben Veränderung | berechnete Abwei- 

| insgesamt | der Aus- Werte chungen 
" e Mrd.€) | gaben (in%) 

4994 | 11738 I 1201 -272 

1995 | 12400 5,64 12245 455. 

19% | 12792 336 | 1248 J 

_1997 | 12529 | -206 | mm 

498 | 1777 | 1% | 1295 

1999 | 13092 | 27 | 13185 

_2000 | 13370 | 212 (4342 

2001 | 13881 | 382 136,55 

2002 | 14303 | 304 138,9 

200 | 14509 | ма | 1415 

2004 | wm | -338 | 136 

2005 | 14381 | 259 | 14595. 

2006 | 14758 2,62 148,3 


Summe. der r Abweichungei > 058. 58 — 


Auch diese Tabelle zeigt, dass die Abweichungen 
insgesamt sehr gering sind. 

Im Jahr 2010 sind nach dem obigen Modell ca. 
157,7 Mrd. Euro zu erwarten 

(у = 2,35-2010 - 4565,8 = 157,7). 

Für 2015 wären dies 169,45 Mrd. Euro 

(y = 2,35-2015 - 4565,8 = 169,45). 


b) Wenn die Ausgaben wie angegeben variiert wür- 
den, würde sich mithilfe der linearen Regression die 
Funktionsgleichung у = 2,4544 x - 4773,8 ergeben. 
Da die Steigung etwas größer ist als bei der „Origi- 
nalfunktion‘, verläuft die Entwicklung insgesamt 
steiler. 
Ein grafischer Vergleich zeigt dies: 

Ausgaben (in Mrd) 


1994 1999 2004 Jahr 
Demnach würden auch die Prognosen für 2010 und 
2015 etwas höher ausfallen. 


Seite: Allee zen um ceca 


3 а) Der Patient musste etwa von 9.11 Uhr bis 
10.05 Uhr beatmet werden. 

b) Der Operateur durfte die Haut des Patienten 
etwa gegen 9.19 Uhr aufschneiden. 

c) Der Patient wird vermutlich gegen 10.09 Uhr auf- 
wachen. 

d) Der Patient wird vermutlich gegen 10.20 Uhr wie- 
der ansprechbar sein. 


Seite 231: A u: 


4 а) Bei einer Vollbremsung blockieren die Räder 
des Fahrzeugs; d, ist somit null. Man erhält: 
0-0 d, 

z "= 41 = 1= 100%. 
b) Die beste Bremswirkung erzielt man auf trocke- 
nem Asphalt. 
c) Für den Bremsvorgang ist nasser Asphalt am 
unberechenbarsten. Nach der maximalen Brems- 
wirkung lässt die Bremswirkung bei Erhöhung des 
Radschlupfes wieder deutlich nach. 
d) Beim maximalen Radschlupf auf Schnee graben 
sich der Reifen in den Schnee ein und erhöhen so 
noch einmal die Bremswirkung. 
e) Wird das Bremsregelsystem so eingestellt, dass 
der Radschlupf bei etwa 25% liegt, so erhält man 
auf den verschiedenen Untergründen gute Werte. 
Durch eine Verringerung des Radschlupfes unter 
25% würde man zwar die Bremswirkung auf trocke- 
nem Asphalt und auf Eis erhöhen; dies ginge aber 
zulasten der Bremswirkung auf nassem Asphalt. 


Seite 2322er Au EE 


5 а) Für die Investitionen ergibt sich als einm=- 
liger Betrag: 29 410 641,82 €. Dieser schlüsselt sich 
folgendermafien auf: 


Posten Anzahl Kosten Summe 
Lesegeräte 1020 1200€ 1224000€ 
Drehkreuze 1020 10000€ 10200000€ 
Umbau 340 50000€ 17000000€ 
Karten 14200 13€ 1846000€ 
Stundenlohn 14200 6818€| 96818182€ 


Hinzu kommen laufende Kosten in Hóhe von 
1862326,00€ pro Jahr, die sich folgendermaßen 
aufschlüsseln: 


Kartenaustausch 184600€ 
Wartung Lesegeräte 33048000€ 
Wartung Drehkreuze 1530 000,00€ 


Dem stehen Einsparungen bei den Personalkosten 
in Höhe von 15300 000,00€ gegenüber: 


Pfórtner | 50 30000 |1530000000€ 


Unter Berücksichtigung, dass man das investierte 
Geld nicht zu 5% anlegen kann, ergibt sich fol- 
gende Aufstellung für die ersten Jahre nach der 
Investition: 


Jahr Kosten Einsparungen Gewinn 

1 31272967,82€ | 15300000,00Є - 15972967,82 € 
3469894221€ l 30600000,00€ | -409894221€ 
38296215,32€ | 45900000,00€ | 7603784,68€ 
42073352,09€ | 61200000,00€ | 19126647,91€ 
46039345,69€ | 76500000,00€ | 30460654,31€ 
6 | 5020363897€ | 91800000,00€ | 41596361,03€ 


m Flo s 


Die Investition des Identifikationssystems mithilfe 
der Chip-Karte würde sich für den Konzern also ab 
dem dritten Jahr nach der Investition rechnen. 

b) Mögliche weitere Informationen, mit denen ein 

Gutachten genauer erstellt werden könnte: 

- Wie wird die Einführung der Chip-Karte von den 
Arbeitnehmerinnen und Arbeitnehmern in den 
Niederlassungen gesehen? Gibt es seitens der 
Belegschaft Bedenken oder werden eher Vorteile 
im neuen System gesehen? 

- Welche weiteren Zusatzfunktionen könnte die 
Chip-Karte erhalten? Welche Vorteile hätten die- 
se Zusatzfunktionen für die Arbeitnehmerinnen 
und Arbeitnehmer bzw. für den Konzern? 

- Welche anderen Aufgaben könnten die Pförtner 
übernehmen, die durch die Einführung der Chip- 
Karte nicht mehr benötigt werden? Entstehen 
hierbei Umschulungskosten? 

- Sind die Folgekosten für die Wartung des Kar- 
ten-Systems für die nächsten Jahre stabil? 
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- Wird die Sicherheit durch die Einführung des 
Karten-Systems erhóht bzw. verringert? 


Seite233 


6 а) Wenn man mit x die Anzahl der Tage, die seit 
dem 31.1.2007 vergangen sind, bezeichnet, dann 
kann man die Aktivität des Strahlers (in MBq) ge- 
тав f(x) = c-a* berechnen. Es ist f(0) = c = 787 
und f(59,4) = 787-a5?^ = 393,5. Daraus ergibt sich 
(gerundet) f(x) = 787-0,988*. 

1.4.2007: x = 60; f(60) = 391. Am 1.4.2007 betrug 
die Aktivitát des Strahlers etwa 319 MBq. 
31.12.2007: x = 334; f(334) = 16. Am 31.12.2007 
betrug die Aktivitát des Strahlers etwa 16 MBq. 
31.1.2020: x = 4749; f(4749) = 7-10-22. Am 
31.1.2020 wird die Aktivitát des Strahlers 

etwa 7-102? MBq betragen. 

1.1.2007: x = -30; f(-30) = 1117. Am 1.1.2007 be- 
trug die Aktivitát des Strahlers etwa 1117 MBq. 

b) Gesucht ist der Wert von x, für den f(x) = 37 
gilt: 787-0,988* = 37, also 

x = logos (25) = 261,99... 

Kurz vor Mitternacht am 19.10.2007 sank die Aktivi- 
tät des Strahlers unter 37 MBq. Bis dahin durfte er 
benutzt werden. нд 

с) Die Funktion g(x) = SCH beschreibt die Aktivität 
(in MBq) des Strahlers pro Gramm Masse. (Der 
Strahler hat eine Masse von 3g.) 

Gesucht ist der Wert von x, für den g(x) = 1075 gilt. 
(Beachte: 100Bq = 10-* MBq.) 


Man erhält x = logosss 20953) = 1267. Dies ent- 


spricht dem Datum 21.7.2010. Am 22.7.2010 darf 
der Strahler entsorgt werden. 
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